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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ïðèìåíåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåìû ñèëüíîãî ñæàòèÿ ñïëîøíûõ
ñðåä ïðè ó÷åòå âëèÿíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, õàðàêòåð-
íûõ äëÿ ñðåäû ñ áîëüøèìè çíà÷åíèÿìè ïëîòíîñòè è òåìïåðàòóðû: ðàâíî-
âåñíîãî èçëó÷åíèÿ è êîìïòîíîâñêîãî ìåõàíèçìà ðàññåèâàíèÿ ôîòîíîâ � ñ
ïîìîùüþ áåãóùèõ è òåïëîâûõ âîëí.
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Èññëåäîâàíèå ÿâëåíèé íåîãðàíè÷åííîé êó-

ìóëÿöèè ýíåðãèè àêòóàëüíî â ñâÿçè ñ ðàçëè÷íûìè ïðèëîæåíèÿìè â
íàóêå è òåõíèêå. Îäíîé èç çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ýôôåêòîì íåîãðàíè÷åííîé
êóìóëÿöèè, ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿåìûé òåðìîÿäåðíûé ñèíòåç, îïèñàííûé,
íàïðèìåð, â êíèãå Å.È. Çàáàáàõèíà, È.Å. Çàáàáàõèíà 1. Ïðè òåðìîÿäåðíîì
ëàçåðíîì ñèíòåçå äëÿ èíèöèèðîâàíèÿ òåðìîÿäåðíûõ ïðîöåññîâ íåîáõîäèìî
ïîëó÷èòü î÷åíü áîëüøèå çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè è òåìïåðàòóðû. Â ïîäàâëÿþ-
ùåì áîëüøèíñòâå ôèçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ áîëüøèå çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè
è òåìïåðàòóðû ïîëó÷àþò ñ ïîìîùüþ óäàðíûõ íàãðóçîê ñîîòâåòñòâóþùèõ
ìèøåíåé. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìèíèìèçàöèè çàòðàò ýíåðãèè äëÿ äîñòèæåíèÿ
òðåáóåìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ áîëüøîé èíòåðåñ òàêæå ïðåäñòàâëÿþò
ðåæèìû, ïðè êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ áåçóäàðíîå ñæàòèå âåùåñòâà. Êðîìå
òîãî, èìåííî ðåæèìû áåçóäàðíîãî ñèëüíîãî ñæàòèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü
áîëüøèå çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ãàçà.
Â çàäà÷àõ î ïîëó÷åíèè áîëüøèõ çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû è ïëîòíîñòè äëÿ

áîëåå àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ âîçíèêàþùèõ òå÷åíèé íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü
ðàâíîâåñíîå èçëó÷åíèå. Ýòîò ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ îïèñàí â êíèãàõ Å.È. Çà-
áàáàõèíà, È.Å. Çàáàáàõèíà1, ß.Á. Çåëüäîâè÷à, Þ.Ï. Ðàéçåðà2. Â ðåàëüíûõ
ôèçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ ýôôåêòû ëó÷èñòîé òåïëîïðîâîäíîñòè ïðîÿâëÿ-
þòñÿ ïðè î÷åíü áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ òåìïåðàòóðû íàãðåòîãî ãàçà. Ïîýòîìó
â ôèçè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïîäîáíûõ
òå÷åíèé ÷àñòî ïîëàãàþò òåìïåðàòóðó ôîíà ðàâíîé íóëþ.
Ðåøåíèå çàäà÷è ñèëüíîãî ñæàòèÿ íåâîçìîæíî áåç ìàòåìàòè÷åñêîãî ìî-

äåëèðîâàíèÿ, êîòîðîå ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü âîçíèêàþùèå ïðîöåññû áåç
äîðîãîñòîÿùåãî, à èíîãäà è ïðîñòî íåâîçìîæíîãî ôèçè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà.
Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, äîñòàòî÷íî àäåêâàòíî îïèñûâàþùåé
ïðîöåññû ñæàòèÿ ïðè ó÷åòå ëó÷èñòîé òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ òå÷åíèé ñ
òàêèìè ñâîéñòâàìè, â òîì ÷èñëå, ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ òåìïåðàòóðû,
èñïîëüçóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òåïëîïðîâîäíîãî íåâÿçêîãî ãàçà.
Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ñèëüíîãî ñæàòèÿ ãàçà âåäåòñÿ â ðàçëè÷-

1Çàáàáàõèí Å.È., Çàáàáàõèí È.Å. ßâëåíèÿ íåîãðàíè÷åííîé êóìóëÿöèè. Ì.: Íàóêà, 1988.
2Çåëüäîâè÷ ß.Á., ÐàéçåðÞ.Ï. Ôèçèêà óäàðíûõ âîëí è âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Ì.: Íàóêà,

1966.
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íûõ íàïðàâëåíèÿõ.
Ïåðâîå íàïðàâëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèëüíîãî ñæàòèÿ

ãàçà ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè òî÷íûõ ðåøåíèé ñèñòåì óðàâíåíèé ãàçîâîé
äèíàìèêè äëÿ ïîëèòðîïíîãî ãàçà. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ íàèáîëåå èññëåäîâàí-
íûìè ÿâëÿþòñÿ îäíîìåðíûå íåóñòàíîâèâøèåñÿ òå÷åíèÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ íå-
êîòîðûõ ïëîñêîñèììåòðè÷íûõ òå÷åíèé ãàçà ïðèìåíÿåòñÿ öåíòðèðîâàííàÿ
âîëíà Ðèìàíà � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìè-
êè, îáëàäàþùåå îñîáåííîñòüþ

−→
U =

−→
U

(
x1 − x∗1
t− t∗

)
, t∗, x

∗
1 − const,

ãäå t, x1 � íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, âåêòîð
−→
U çàäàåò ïàðàìåòðû òå÷åíèÿ

ãàçà. Ïðè t < t∗ öåíòðèðîâàííàÿ âîëíà Ðèìàíà îïèñûâàåò òå÷åíèå, âîçíèêà-
þùåå ïðè áåçóäàðíîì ñèëüíîì ñæàòèè ïëîñêîãî ñëîÿ â èäåàëüíîì ãàçå, ÷òî
îïèñàíî â ðàáîòå Ê.Ï. Ñòàíþêîâè÷à. Å.È. Çàáàáàõèíûì, È.Å. Çàáàáàõèíûì1

óêàçàíî, ÷òî âïåðâûå öåíòðèðîâàííàÿ âîëíà Ðèìàíà ïðèìåíåíà Ãþãîíèî è
Ðåëååì äëÿ îïèñàíèÿ ñæàòèÿ ïëîñêîãî ñëîÿ ãàçà äî ñêîëü óãîäíî áîëüøîé
ïëîòíîñòè. Â ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêè- è ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ òå÷åíèé
îñîáåííîñòüþ, àíàëîãè÷íîé îñîáåííîñòè â öåíòðèðîâàííîé âîëíå Ðèìàíà,
îáëàäàþò àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ Ë.È. Ñåäîâà3, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ
îñóùåñòâëÿåòñÿ îïèñàíèå áåçóäàðíîãî ñèëüíîãî ñæàòèÿ ïåðâîíà÷àëüíî îä-
íîðîäíîãî è ïîêîÿùåãîñÿ â öèëèíäðå èëè øàðå èäåàëüíîãî ïîëèòðîïíîãî
ãàçà. Èíòåðïðåòàöèè ýòèõ ðåøåíèé äëÿ çàäà÷ î áåçóäàðíîì ñèëüíîì ñæàòèè
ãàçà ïîñâÿùåíû ðàáîòû ß.Ì. Êàæäàíà, È.Å. Çàáàáàõèíà, Â.À. Ñèìîíåíêî,
À.Í. Êðàéêî.
Òî÷íûå àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è îá èñòå÷åíèè ãàçà â âàêóóì äëÿ

äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ òå÷åíèé áûëè ïðèìåíåíû À.Ô. Ñèäîðîâûì4 äëÿ
îïèñàíèÿ áåçóäàðíîãî ñèëüíîãî ñæàòèÿ äî áåñêîíå÷íîé ïëîòíîñòè ãàçà,
êîòîðûé â íà÷àëüíûé ìîìåíò ïîêîèòñÿ âíóòðè ïðèçìû èëè ìíîãîãðàííèêà
ïðè ñîãëàñîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëÿ ïîëèòðîïû ãàçà γ è äâóãðàííûõ
óãëîâ.
Âòîðîå íàïðàâëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ áåçóäàðíîãî ñèëü-

íîãî ñæàòèÿ ãàçà ñâÿçàíî ñ ïðèáëèæåííûìè àíàëèòè÷åñêèìè, ÷èñëåííûìè
è êîìáèíèðîâàííûìè ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Ã.Â. Äîëãîëåâîé,
À.Â. Çàáðîäèíûì 5 äëÿ òå÷åíèé ñ ïëîñêîé, öèëèíäðè÷åñêîé è ñôåðè÷åñêîé
ñèììåòðèåé ðàññìîòðåíà çàäà÷à î äîñòèæåíèè áîëüøèõ ñòåïåíåé ñæàòèÿ ïî
ïëîòíîñòè è òðåáóåìîãî íàãðåâà ïðè ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìîì âëîæåíèè

3Ñåäîâ Ë.È. Ìåòîäû ïîäîáèÿ è ðàçìåðíîñòè â ìåõàíèêå. � Ì.: Íàóêà, 1981. � 448 ñ.
4Ñèäîðîâ À.Ô. Èçáðàííûå òðóäû: Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. � Ì. ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2001. � 576 ñ.
5Äîëãîëåâà Ã.Â., Çàáðîäèí À.Â. Êóìóëÿöèÿ ýíåðãèè â ñëîèñòûõ ñèñòåìàõ è ðåàëèçàöèÿ áåçóäàðíîãî ñæàòèÿ. Ì.:

Ôèçìàòëèò, 2004.
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ýíåðãèè äëÿ çàæèãàíèÿ òåðìîÿäåðíîé ìèêðîìèøåíè îáîëî÷å÷íîé ñòðóêòó-
ðû. Äëÿ ýòîé çàäà÷è óêàçàí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ îáîëî÷å÷íûõ ñèñòåì è óñ-
òàíîâëåíà çàâèñèìîñòü âëîæåíèÿ ýíåðãèè îò âðåìåíè, ðåàëèçàöèÿ êîòîðîé
ïîçâîëÿåò âîñïðîèçâåñòè â ñðåäíåé ÷àñòè ìèøåíè íåîáõîäèìûå äëÿ íà÷àëà
òåðìîÿäåðíîé ðåàêöèè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñðåäû. Ýòè çíà÷åíèÿ, â òîì
÷èñëå, ñêîðîñòè è ïëîòíîñòè ãàçà, ñîãëàñîâàíû ìåæäó ñîáîé â ñîîòâåòñòâèè
ñî ñâÿçüþ ìåæäó ãàçîäèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè, èìåþùåé ìåñòî â öåíò-
ðèðîâàííîé âîëíå Ðèìàíà.
Â ìîíîãðàôèè Ñ.Ï. Áàóòèíà6 ïðåäëîæåí è â ïîñëåäóþùåì ðàçâèò (ñì.

ìîíîãðàôèþ Áàóòèíà Ñ.Ï. 7) åäèíûé ïîäõîä ê ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðî-
âàíèþ ñèëüíîãî ñæàòèÿ ãàçà. Ïðîøåäøåå ñ 1997 ãîäà äåñÿòèëåòèå ïîêàçàëî
ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà. Ïðè ýòîì ïîäõîäå ñíà÷àëà ñòàâÿòñÿ
íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è, îïèñûâàþùèå ïðîöåññ áåçóäàðíîãî ñèëüíîãî
ñæàòèÿ ïðîèçâîëüíîãî, ëîêàëüíî-àíàëèòè÷åñêîãî ôîíîâîãî òå÷åíèÿ íà
ïðîèçâîëüíîé ëîêàëüíî-àíàëèòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Äëÿ ïîñòàâëåííûõ
íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñò-
âåííîñòè àíàëèòè÷åñêèõ è êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé. Èññëåäóþòñÿ
ñâîéñòâà ðåøåíèé, â òîì ÷èñëå, óñòàíàâëèâàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå çàêîíû
ïîâåäåíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïðè íåîãðàíè÷åííîì ðîñòå ïëîò-
íîñòè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòðîãî ïîëó÷åííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñâîéñòâ
èññëåäóåìûõ ïðîöåññîâ äàëåå ÷èñëåííî è àíàëèòè÷åñêè ðåøàþòñÿ êîíêðåò-
íûå çàäà÷è, ìîäåëèðóþùèå ïðîöåññû ñèëüíîãî ñæàòèÿ ãàçà, â òîì ÷èñëå,
äëÿ ñïåöèàëüíûõ êîíôèãóðàöèé ñæèìàåìûõ îáúåìîâ, èñïîëüçóåìûõ â
ôèçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ, à òàêæå ïðè ó÷åòå äîïîëíèòåëüíûõ ôèçè÷åñêèõ
ôàêòîðîâ (èçëó÷åíèå, òåïëîïðîâîäíîñòü) è ðåàëüíûõ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ.
Ìíîãèå ïîëó÷åííûå ðàíåå òî÷íûå ðåøåíèÿ, â òîì ÷èñëå, öåíòðèðîâàííàÿ
âîëíà Ðèìàíà âêëàäûâàþòñÿ â ðåøåíèÿ, íàéäåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìåòîäèêè Ñ.Ï. Áàóòèíà6,7, êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè, ïðè êîòîðûõ îáðûâàþòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèå ðÿäû è ïîëó÷àþòñÿ êîíå÷íûå ôîðìóëû. Ýòîò ïîäõîä
ïîëó÷èë äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè òå÷åíèé
ãàçà â ðàáîòàõ Ñ.Ï. Áàóòèíà è åãî ó÷åíèêîâ: Ñ.Ë. Äåðÿáèíà, À.Ë. Êàçàêîâà,
Þ.Â. Íèêîëàåâà, À.Â. Ðîùóïêèíà, Þ.Þ. ×åðíûøîâà, Ñ.À. ßãóïîâà è
àâòîðà. Â òîì ÷èñëå, Ñ.Ï. Áàóòèíûì ñîâìåñòíî ñ Ñ.Ë. Äåðÿáèíûì ïðè
t ≥ t∗ ðàññìîòðåíî îäíî- è äâóìåðíîå èñòå÷åíèå ãàçà â âàêóóì â ðàçëè÷íûõ
ñèòóàöèÿõ, â òîì ÷èñëå è â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ
p = ργf(ρ, S) ñ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé f . Îáîáùåíèå öåíòðèðîâàííîé
âîëíû íà ñëó÷àé óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ â âèäå p = p(ρ, e) ïðèíàäëåæèò

6Áàóòèí Ñ.Ï. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ áåçóäàðíîãî ñèëüíîãî ñæàòèÿ èäåàëüíîãî ãàçà. � Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1997. �
160 ñ.

7Áàóòèí Ñ.Ï. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ñèëüíîãî ñæàòèÿ ãàçà.� Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 2007.�312 ñ.
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Ñ.Ï. Áàóòèíó. Ñ.À. ßãóïîâûì ïîñòðîåíû òå÷åíèÿ, îáîáùàþùèå ñâîéñòâà
öåíòðèðîâàííîé âîëíû Ðèìàíà íà ñëó÷àé èçýíòðîïè÷åñêèõ òå÷åíèé âî-
äîðîäà ñ ðåàëüíîé èçýíòðîïîé, ïîëó÷åííûõ â ôèçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ.
Þ.Â. Íèêîëàåâûì ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ÷èñëåííî ïîñòðîåíû
îáîáùåíèÿ öåíòðèðîâàííîé âîëíû â öèëèíäðè÷åñêè- è ñôåðè÷åñêè-ñèììåò-
ðè÷íûõ ñëó÷àÿõ, îïèñûâàþùèå áåçóäàðíîå ñæàòèå ãàçà äî ïëîòíîñòåé, â
äåñÿòêè-ñîòíè òûñÿ÷ ðàç ïðåâûøàþùèõ èñõîäíóþ ïëîòíîñòü îäíîðîäíîãî
ïîêîÿùåãîñÿ ãàçà. À.Â. Ðîùóïêèíûì ðàññ÷èòàíû äâóìåðíûå òå÷åíèÿ ñ
ñîîòâåòñòâóþùåé îñîáåííîñòüþ äî ïëîòíîñòåé, â 6�8 ðàç ïðåâûøàþùèõ
èñõîäíóþ ïëîòíîñòü îäíîðîäíîãî ïîêîÿùåãîñÿ ãàçà. Åñòåñòâåííî, òàêèå
ñòåïåíè ñæàòèÿ íåäîñòàòî÷íû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òðåáóåìîãî â ýêñïå-
ðèìåíòàõ ñèëüíîãî ñæàòèÿ ãàçà. Òåì íå ìåíåå ðàññ÷èòàííûå ñòåïåíè
äâóìåðíîãî ñæàòèÿ áîëüøå, ÷åì â áåñêîíå÷íî ñèëüíîé óäàðíîé âîëíå.
Âëèÿíèå ëó÷èñòîé òåïëîïðîâîäíîñòè íà ïðîöåññ êóìóëÿöèè ïëîñêîãî

ñëîÿ ãàçà ÷èñëåííî áûëî èññëåäîâàíî Ì.Ã. Àíó÷èíûì 8 ñ èñïîëüçîâàíèåì
êîìïëåêñà ïðîãðàìì "Òèãð".
Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå òåïëîâûõ âîëí ïðîâîäèëîñü ìíîãèìè àâ-

òîðàìè. Äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè Ã.È. Áàðåíáëàòîì
âïåðâûå áûëè ïðèâåäåíû ïðèìåðû òåïëîâûõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ
ïî õîëîäíîé ñðåäå ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ, òî åñòü ñæèìàåìîñòü ñðåäû è åå
äâèæåíèå íå ó÷èòûâàëîñü. Ïðèìåíåíèå ìåòîäîëîãèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ðÿäîâ ê ïîñòðîåíèþ òåïëîâûõ âîëí áûëî ïðåäëîæåíî À.Ô. Ñèäîðîâûì4, â
÷àñòíîñòè, â îäíîìåðíîì ïëîñêîñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå äîêàçàíî ñóùåñò-
âîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïðè ñïåöèàëüíîì
âèäå ôðîíòà òåïëîâîé âîëíû. Ñ.Ï. Áàóòèíûì9 äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå
è åäèíñòâåííîñòü àíàëèòè÷åñêîé òåïëîâîé âîëíû ó íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè êàê ïðè çàäàíèè àíàëèòè÷åñêîãî ôðîíòà òåïëîâîé
âîëíû, òàê è ïðè çàäàíèè êðàåâîãî òåìïåðàòóðíîãî ðåæèìà. Ñ.Ï. Áàóòèíûì
è À.À. Åëèñååâûì äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü àíàëèòè÷åñ-
êîãî ðåøåíèÿ ó íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â ìíîãîìåðíîì
ñëó÷àå ïðè çàäàííîì ïðîèçâîëüíîì àíàëèòè÷åñêîì êðàåâîì ðåæèìå ñ
îòëè÷íîé îò íóëÿ â ìîìåíò t = 0 ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè. Ñ.Ñ. Òèòîâûì
ïðè ðàöèîíàëüíûõ çíà÷åíèÿõ êîíñòàíòû σ, ÿâëÿþùåéñÿ ïîêàçàòåëåì
ñòåïåíè â íåëèíåéíîì êîýôôèöèåíòå òåïëîïðîâîäíîñòè, â ïëîñêî-, öè-
ëèíäðè÷åñêè- è ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ ñëó÷àÿõ â âèäå ñïåöèàëüíûõ
ðÿäîâ ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ çàäà÷è î òåïëîâîé âîëíå ñ çàäàííûì ôðîíòîì,
îáëàäàþùèå íà ôðîíòå òåïëîâîé âîëíû êîíêðåòíûìè îñîáåííîñòÿìè.

8Àíó÷èí Ì.Ã. Âëèÿíèå òåïëîïðîâîäíîñòè íà íåîãðàíè÷åííîå áåçóäàðíîå ñæàòèå ïëîñêîãî ãàçîâîãî ñëîÿ // Ïðèêëàäíàÿ
ìåõàíèêà è òåõíè÷åñêàÿ ôèçèêà. � 1998.�Ò. 39, �4.�Ñ. 25�32.

9Áàóòèí Ñ.Ï. Àíàëèòè÷åñêàÿ òåïëîâàÿ âîëíà. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2003
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Ñ.Ñ. Òèòîâûì ïðèâåäåíû ïðèìåðû òî÷íûõ ðåøåíèé íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè â âèäå ñïåöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ñ.Ñ. Òèòîâûì òàêæå
ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ ñèììåò-
ðè÷íîãî ñëó÷àÿ â âèäå ñõîäÿùèõñÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ðÿäîâ. Ñ.Ï. Êóð-
äþìîâûì â àâòîìîäåëüíîì âèäå ïîñòðîåíî ïëîñêîñèììåòðè÷íîå òå÷åíèå
òåïëîïðîâîäíîãî íåâÿçêîãî ãàçà, â êîòîðîì òåïëîâàÿ âîëíà ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ ïî õîëîäíîé ñðåäå ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ ïî ôîíó, èìåþùåìó
ñòðîãî ïîëîæèòåëüíóþ òåìïåðàòóðó. Áîëåå îáùåå òå÷åíèå òåïëîïðîâîä-
íîãî íåâÿçêîãî ãàçà ñ àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì ïîñòðîåíî Ñ.Ï. Áàóòèíûì7.
Òàêæå Ñ.Ï. Áàóòèíûì ïîñòðîåíû òåïëîâûå âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ â
òåïëîïðîâîäíîì âÿçêîì ãàçå ïðè çàäàíèè ôðîíòà èõ äâèæåíèÿ â ñëó÷àå,
êîãäà ïîêàçàòåëü ñòåïåíè òåìïåðàòóðû â êîýôôèöèåíòå òåïëîïðîâîäíîñòè
ðàâåí åäèíèöå. Àíàëîã öåíòðèðîâàííîé âîëíû Ðèìàíà â òåïëîïðîâîäíîì
íåâÿçêîì ãàçå îïèñàí â îäíîìåðíîì ñëó÷àå Ñ.Ï. Áàóòèíûì è Þ.Þ. ×åðíû-
øîâûì, â äâóìåðíîì � Þ.Þ. ×åðíûøîâûì. Äëÿ èäåàëüíîãî òåïëîïðî-
âîäíîãî ãàçà â ñëó÷àå õîëîäíîãî ôîíà (T0 = 0) Å.È. Çàáàáàõèíûì è
Â.À. Ñèìîíåíêî ïîêàçàíî, ÷òî â áåñêîíå÷íî ñèëüíîé âîëíå ðåàëèçóåòñÿ
òå÷åíèå ñ èçîòåðìè÷åñêèì ñêà÷êîì. Â ñëó÷àå T0 > 0 â ðàáîòàõ ß.Á. Çåëüäî-
âè÷à èÞ.Ï. Ðàéçåðà2, Ë.Ä. Ëàíäàó è Å.Ì. Ëèôøèöà, Á.Ë. Ðîæäåñòâåíñêîãî
è Í.Í. ßíåíêî10 óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ñêîðîñòè D

äâèæåíèÿ áåãóùåé âîëíû èìååò ìåñòî íåïðåðûâíûé ïåðåõîä, à ïðè áîëüøèõ
D � èçîòåðìè÷åñêèé ñêà÷îê. Áåãóùèå âîëíû â òåïëîïðîâîäíîì ãàçå ñ
óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ, ó÷èòûâàþùèìè ðàâíîâåñíîå èçëó÷åíèå, áûëè
ðàíåå ðàññìîòðåíû äëÿ õîëîäíîãî ôîíà ñ T0 = 0 â ðàáîòàõ Â.À. Áåëîêîíÿ
è â óæå óïîìÿíóòîé êíèãå2. Òàêæå íàéäåíû äâà ðåæèìà: ïðè ìàëûõ D

èçîòåðìè÷åñêèé ñêà÷îê, ïðè áîëüøèõ D � íåïðåðûâíûé ïåðåõîä.
Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàíû ÷èñëåííûå è àíà-

ëèòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ íà÷àëüíûõ è êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåëèíåé-
íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè,
ðåøåíèÿ êîòîðîé îïèñûâàþò ïëîñêî-, öèëèíäðè÷åñêè- è ñôåðè÷åñêè-ñèì-
ìåòðè÷íûå íåñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ òåïëîïðîâîäíîãî íåâÿçêîãî ãàçà. Ó÷åò
òåïëîïðîâîäíîñòè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èìååò ñìåøàííûé òèï � óðàâíåíèå ýíåðãèè ÿâëÿ-
åòñÿ óðàâíåíèåì ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, à óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè è èì-
ïóëüñà îáðàçóþò ãèïåðáîëè÷åñêóþ ÷àñòü ñèñòåìû.
Â äèññåðòàöèè ðåøåíèÿ íà÷àëüíûõ è êðàåâûõ çàäà÷ ñòðîÿòñÿ â âèäå

ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ, äëÿ êîòîðûõ èññëåäóåòñÿ îáëàñòü ñõîäèìîñòè è äîêàçàíà
âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïîñòðîåííûõ ðÿäîâ äëÿ ïðèáëèæåííîãî îïèñàíèÿ
òå÷åíèé â îêðåñòíîñòè ôðîíòà òåïëîâîé âîëíû. Íà÷àëüíûå îòðåçêè ýòèõ
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ðÿäîâ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïðèáëèæåííîãî îïèñàíèÿ âîçíèêàþùèõ îäíîìåð-
íûõ òåïëîâûõ âîëí âî âñåé ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè.
Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïëîñêèõ òåïëîâûõ âîëí èñïîëüçóåòñÿ îäèí ÷àñòíûé

êëàññ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-
íûìè: áåãóùèå êàê ïî õîëîäíîìó, òàê è ïî íåõîëîäíîìó ôîíó âîëíû, òî
åñòü ðåøåíèÿ, çàâèñÿùèå îò îäíîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé

z = x−D · t,

ó êîòîðûõ êîíñòàíòà D çàäàåò ñêîðîñòü äâèæåíèÿ áåãóùåé âîëíû è, íå
íàðóøàÿ îáùíîñòè, ïîëàãàåòñÿ D > 0, òî åñòü áåãóùàÿ âîëíà äâèæåòñÿ
ñëåâà íàïðàâî. Èññëåäîâàíèå ýòîãî êëàññà òå÷åíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÑÎÄÓ).
Öåëÿìè ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ:
1. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ïëîñêî-, öèëèíäðè÷åñêè- è ñôåðè÷åñêè-

ñèììåòðè÷íûõ òåïëîâûõ âîëí ïðè ó÷åòå ðàâíîâåñíîãî èçëó÷åíèÿ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåïëîïðîâîäíîãî íåâÿçêîãî ãàçà â
îêðåñòíîñòè ôðîíòà òåïëîâîé âîëíû. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåíî â äâóõ
ñëó÷àÿõ: 1.1) êîãäà çàäàí àíàëèòè÷åñêèé çàêîí äâèæåíèÿ ôðîíòà òåïëîâîé
âîëíû; 1.2) êîãäà çàäàí àíàëèòè÷åñêèé êðàåâîé òåìïåðàòóðíûé ðåæèì íà
íåêîòîðîé àíàëèòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè.
2. Ìîäåëèðîâàíèå ïëîñêîñèììåòðè÷íûõ òå÷åíèé ñ ïîìîùüþ áåãóùèõ

âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ êàê ïî õîëîäíîìó, òàê è ïî íåõîëîäíîìó ôîíó.
3. Ïîëó÷åíèå çàêîíà äâèæåíèÿ ñæèìàþùåãî ïîðøíÿ è ðàñïðåäåëåíèÿ

çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ãàçà íà íåì ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé
òåïëîâûõ âîëí. À òàêæå ïîëó÷åíèå êðàåâîãî òåìïåðàòóðíîãî ðåæèìà â
çàäàííîé òî÷êå ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, à òàêæå çíà÷åíèé ïëîòíîñòè
è ñêîðîñòè ãàçà â ýòîé òî÷êå.
4. Ïðèáëèæåííîå ïîñòðîåíèå ïîëåé òå÷åíèé âî âñåé ðàññìàòðèâàåìîé

îáëàñòè: îò ñæèìàþùåãî ïîðøíÿ äî ôðîíòà òåïëîâîé âîëíû; îò òî÷êè
êðàåâîãî òåìïåðàòóðíîãî ðåæèìà äî ôðîíòà òåïëîâîé âîëíû.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëèòè÷åñêîãî ïîäõîäà ìàòåìàòè÷åñêè ñìîäåëèðî-

âàíû ðàíåå íå èññëåäîâàâøèåñÿ ïëîñêî-, öèëèíäðè÷åñêè- è ñôåðè÷åñêè-
ñèììåòðè÷íûå òå÷åíèÿ ãàçà ñ ó÷åòîì ðàâíîâåñíîãî èçëó÷åíèÿ.
Âïåðâûå ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêè äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå òåïëîâûõ âîëí,

ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïî õîëîäíîìó òåïëîïðîâîäíîìó íåâÿçêîìó ãàçó, êîãäà
êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè κ = κ0T

3/ρ ïðîïîðöèîíàëåí òðåòüåé ñòå-
ïåíè òåìïåðàòóðû, è âïåðâûå ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêè ðàñêðûòà îñîáåííîñòü
íà ôðîíòå òåïëîâîé âîëíû.
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Âïåðâûå ïîñòðîåíû ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ ïî íåõîëîäíîìó ôîíó ïëîñêèå
áåãóùèå âîëíû, îáëàäàþùèå òðåìÿ ðåæèìàìè, â òîì ÷èñëå, ñ èçîòåðìè÷åñ-
êèìè ñêà÷êàìè.
Òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Ó÷åò ðåàëüíûõ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ ïðèâåë ê ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè,

èìåþùåé ñèëüíîå âûðîæäåíèå â îêðåñòíîñòè ôðîíòà òåïëîâîé âîëíû. Äëÿ
ðàñêðûòèÿ îñîáåííîñòè áûëà ïðèìåíåíà âûðîæäåííàÿ çàìåíà ïåðåìåííîé
è ïîëó÷åíà ñèñòåìà íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè, íå èìåþùàÿ îñîáåííîñòåé. Äëÿ ýòîé ñèñòåìû ïîñòàâëåíû
íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ
è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé â ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
Ýòî ïîçâîëèëî â âèäå áåñêîíå÷íûõ ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ïîñòðîèòü ëîêàëüíî-

àíàëèòè÷åñêèå òåïëîâûå âîëíû êàê ïðè çàäàííîì ôðîíòå òåïëîâîé âîëíû,
òàê è ïðè ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííîì êðàåâîì òåìïåðàòóðíîì ðåæèìå. Îáà
ýòè êëàññà âîëí ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè â îêðåñòíîñòè ôðîíòà è, òåì
ñàìûì, â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå îïèñàíà è ðàñêðûòà èìåþùàÿñÿ îñîáåí-
íîñòü. Ïîêàçàíî, ÷òî, íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå áåñêîíå÷íîãî ãðàäèåíòà òåìïå-
ðàòóðû íà ôðîíòå òåïëîâîé âîëíû, òåïëîâîé ïîòîê íà íåì íåïðåðûâåí:
ðàâåí íóëþ ñ îáåèõ ñòîðîí ôðîíòà òåïëîâîé âîëíû.
Ñ ïîìîùüþ êîíå÷íûõ îòðåçêîâ ðÿäîâ ñìîäåëèðîâàíû òåïëîâûå âîëíû ñ

çàðàíåå çàäàííûì ôðîíòîì.
×èñëåííûìè ðàñ÷åòàìè áåãóùèõ âîëí ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåëè-

íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, êîòîðûå
ñðàâíèâàëèñü ñ ïðèáëèæåííûìè ðåøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè ñ ïîìîùüþ êî-
íå÷íûõ îòðåçêîâ ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ.
Ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé (ÑÎÄÓ) ïîñòðîåíû ïëîñêèå áåãóùèå âîëíû, ðàñïðîñò-
ðàíÿþùèåñÿ ïî íåõîëîäíîìó ôîíó è ïåðåäàþùèå òàêèå òå÷åíèÿ òåïëîïðî-
âîäíîãî íåâÿçêîãî ãàçà, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè óäàðíîì âîçäåéñòâèè
íà ãàç. Â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôðîíòà áåãóùåé
âîëíû âûäåëåíû òðè ðåæèìà. Â ïåðâîì ñëó÷àå, êîãäà óêàçàííàÿ ñêîðîñòü
íåâåëèêà, ïåðåõîä îò îäíèõ ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ãàçà ê
äðóãèì ïîñòîÿííûì çíà÷åíèÿì ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ôðîíòà áåãóùåé
âîëíû îñóùåñòâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî. Ñ óâåëè÷åíèåì ñêîðîñòè äâèæåíèÿ
áåãóùåé âîëíû âîçíèêàåò èçîòåðìè÷åñêèé ñêà÷îê: ïëîòíîñòü è ñêîðîñòü
ãàçà ïðåòåðïåâàþò ñèëüíûé ðàçðûâ, à òåìïåðàòóðà ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî.
Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè áåãóùåé âîëíû èçîòåðìè÷åñêèé
ñêà÷îê èñ÷åçàåò è òå÷åíèå ãàçà ñíîâà ñòàíîâèòñÿ íåïðåðûâíûì.
Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàéäåííûå
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ðåøåíèÿ ìîäåëèðóþò âàæíûå äëÿ ôèçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ òå÷åíèÿ,
âîçíèêàþùèå êàê ïðè óäàðíîì, òàê è ïðè áåçóäàðíîì ñèëüíîì ñæàòèè
òåïëîïðîâîäíîãî íåâÿçêîãî ãàçà. Ïîñòðîåííûå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäèê â îêðåñòíîñòè îñîáîé
òî÷êè � ôðîíòà òåïëîâîé âîëíû.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîé âûðîæäåííîé çàìåíû ïåðåìåííûõ, íàâÿçàííîé
âèäîì êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè, ïîëó÷åíà ñèñòåìà íåëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, îïèñûâàþùàÿ
ïëîñêî-, öèëèíäðè÷åñêè- è ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûå òå÷åíèÿ òåïëîïðî-
âîäíîãî íåâÿçêîãî ãàçà, ñîîòâåòñòâóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå ñëåäñòâèå
êîòîðîé íå èìååò îñîáåííîñòè íà ôðîíòå òåïëîâîé âîëíû.
2. Â âèäå áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ ïîñòðîåíû ïëîñêî-, öèëèíäðè÷åñêè- è ñôå-

ðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûå òåïëîâûå âîëíû â òåïëîïðîâîäíîì íåâÿçêîì ãàçå
â ñëó÷àå çàäàíèÿ çàêîíà äâèæåíèÿ ôðîíòà ïî õîëîäíîìó ãàçó è äîêàçàíà
ñõîäèìîñòü ýòèõ ðÿäîâ. Ýòî ïîçâîëèëî îïèñàòü è ðàñêðûòü îñîáåííîñòü
ðåøåíèé èñõîäíîé ñèñòåìû íà ôðîíòå òåïëîâîé âîëíû. Ïðè ýòîì òåïëîâîé
ïîòîê íà ôðîíòå íåïðåðûâåí � ðàâåí íóëþ ñ îáåèõ ñòîðîí.
Èñïîëüçîâàíèå îäíîãî ÷àñòíîãî êëàññà ðåøåíèé � áåãóùèå ïî õîëîäíîìó

ôîíó âîëíû � ïîçâîëèëî óòî÷íèòü îáëàñòè ñõîäèìîñòè ïîñòðîåííûõ ðÿäîâ
ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ÑÎÄÓ.
3. Â âèäå áåñêîíå÷íûõ ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ, ïåðåäàþùèõ îñîáåííîñòü íà

ôðîíòå, ïîñòðîåíû ïëîñêîñèììåòðè÷íûå òåïëîâûå âîëíû â òåïëîïðîâîäíîì
íåâÿçêîì ãàçå â ñëó÷àå ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííîãî êðàåâîãî òåìïåðàòóðíîãî
ðåæèìà.
4. Â âèäå áåãóùèõ âîëí ÷èñëåííûìè ðàñ÷åòàìè ðåøåíèé ñèñòåìû îáûê-

íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñìîäåëèðîâàíà òåïëîâàÿ âîëíà,
èäóùàÿ ïî íåõîëîäíîìó ôîíó. Ðàñ÷åòàìè óñòàíîâëåíû çíà÷åíèÿ êîíñòàíò
D0, D1, D2 è íàëè÷èå òðåõ ðåæèìîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôðîíòà áåãóùåé âîë-
íû â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû D � ñêîðîñòè äâèæåíèÿ áåãóùåé âîëíû: ïðè
D0 < D ≤ D1 � íåïðåðûâíûé ïåðåõîä; ïðè D1 < D < D2 � èçîòåðìè÷åñêèé
ñêà÷îê; ïðè D2 ≤ D ñíîâà íåïðåðûâíûé ïåðåõîä.
5. Ñ ïîìîùüþ âñåõ ïîñòðîåííûõ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ðåøåíèé ïðèá-

ëèæåííî âîññòàíàâëèâàþòñÿ: çàêîí äâèæåíèÿ ñæèìàþùåãî ïîðøíÿ, ïî-
ðîæäàþùåãî çàäàííóþ òåïëîâóþ âîëíó; êðàåâîé òåìïåðàòóðíûé ðåæèì â
çàäàííîé òî÷êå ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà; ïàðàìåòðû òå÷åíèÿ ãàçà âî âñåé
ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ

íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ:
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IX Âñåðîññèéñêèé ñúåçä ïî òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêå, Íèæ-
íèé Íîâãîðîä, 2006 ã.;
Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Ëàâðåíòüåâñêèå ÷òåíèÿ ïî ìàòåìàòèêå,

ìåõàíèêå è ôèçèêå", ïîñâÿùåííàÿ 105-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà
Ì.À. Ëàâðåíòüåâà, Íîâîñèáèðñê, ÈãÈË, ÑÎ ÐÀÍ, 2005 ã.;
Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "VII Çàáàáàõèíñêèå íàó÷íûå ÷òåíèÿ",

Ñíåæèíñê, ÐÔßÖ�ÂÍÈÈÒÔ, 2005 ã.;
Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "VIII Çàáàáàõèíñêèå íàó÷íûå ÷òåíèÿ",

Ñíåæèíñê, ÐÔßÖ�ÂÍÈÈÒÔ, 2007 ã.;
21-àÿ Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ "Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû â ãàçîâîé äè-

íàìèêå ÑÀÌÃÀÄ-2006", ÈãÈË ÑÎ ÐÀÍ, ÈÏÌ ÐÀÍ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,
2006 ã.;
37-àÿ ðåãèîíàëüíàÿ ìîëîäåæíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé

è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè", Åêàòåðèíáóðã, ÓðÎ ÐÀÍ, 2006 ã.;
Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ "Óñòîé÷èâîñòü, óïðàâëåíèå è

ìîäåëèðîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì", ïîñâÿùåííàÿ 75-ëåòèþ ñî äíÿ
ðîæäåíèÿ È.ß. Êàöà, Åêàòåðèíáóðã, ÓðÃÓÏÑ, 2006 ã.;
Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ "Ñíåæèíñê è íàóêà

� 2006. Òðàíñôåð òåõíîëîãèè, èííîâàöèè, ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû àòîìíîé
îòðàñëè", Ñíåæèíñê, ÑÃÔÒÀ, 2006 ã.;
Ìîëîäåæíàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ "Ìîëîäûå ó÷åíûå �

òðàíñïîðòó", Åêàòåðèíáóðã, ÓðÃÓÏÑ, 2006 ã.;
Ìîëîäåæíàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ "Ìîëîäûå ó÷åíûå �

òðàíñïîðòó", Åêàòåðèíáóðã, ÓðÃÓÏÑ, 2007 ã.
Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 14 ðàáîò [1�14]. Èç

íèõ � âîñåìü â âèäå ñòàòåé [1�8] (â òîì ÷èñëå, äâå � â æóðíàëàõ èç ñïèñêà
ÂÀÊ [1�2]), øåñòü â âèäå òåçèñîâ. Ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà äåñÿòè
íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ.
Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ

ãëàâ, âîñüìè ïàðàãðàôîâ, çàêëþ÷åíèÿ, ïðèëîæåíèé, â êîòîðûå âûíåñåíû
àíàëèòè÷åñêèå âûêëàäêè, à òàêæå ãðàôèêè è òàáëèöû ìàññîâûõ ðàñ÷åòîâ
çíà÷åíèé ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáúåì äèñ-
ñåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 141 ñòðàíèöó ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà, âêëþ÷àÿ 137
ðèñóíêîâ è 92 áèáëèîãðàôè÷åñêèå ññûëêè.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Ââåäåíèå ñîäåðæèò îáçîð ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ èññëåäóåìîé ïðîáëå-
ìû è êðàòêîå èçëîæåíèå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû.
Â ãëàâå 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ðåøåíèÿ êîòîðîé îïèñûâàþò ïëîñ-
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êî-, öèëèíäðè÷åñêè- è ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûå òå÷åíèÿ òåïëîïðîâîäíî-
ãî íåâÿçêîãî ãàçà. Ïîñòðîåíû îäíîìåðíûå òåïëîâûå âîëíû â íåâÿçêîì ãàçå
â ñëó÷àå çàäàíèÿ çàêîíà äâèæåíèÿ ôðîíòà òåïëîâîé âîëíû ïî õîëîäíîìó
îäíîðîäíîìó ïîêîÿùåìóñÿ ãàçó: x = a(t) â ñëó÷àå ν = 0 è r = a(t), ãäå

r =

√
ν+1∑
i=1

x2
i . â ñëó÷àå ν = 1, 2. Òàêæå ïîñòðîåíû òåïëîâûå âîëíû, êîãäà

ïðîãðåâ ñðåäû îñóùåñòâëÿåòñÿ íà íåêîòîðîé, äâèæóùåéñÿ çà ôðîíòîì òåï-
ëîâîé âîëíû, ïîâåðõíîñòè. Çàêîíû äâèæåíèÿ íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè è
ôðîíòà âîëíû çàðàíåå ñîãëàñîâàíû è îïðåäåëÿþòñÿ â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è. Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ ñ ïîìîùüþ êîíêðåòíîé
âûðîæäåííîé çàìåíû ïåðåìåííûõ äåëàåòñÿ ïåðåõîä â ñïåöèàëüíîå ôóíêöè-
îíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ðåøàåìûå çàäà÷è íå èìåþò îñîáåííîñòè
íà ôðîíòå òåïëîâîé âîëíû. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøå-
íèÿ â îêðåñòíîñòè ôðîíòà òåïëîâîé âîëíû, êîòîðàÿ êîíñòðóêòèâíî ïîñòðî-
åíà â âèäå ñõîäÿùèõñÿ áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ â ñïåöèàëüíîì ôóíêöèîíàëüíîì
ïðîñòðàíñòâå. Âî âñåõ çàäà÷àõ ýòîé ãëàâû ïîêàçàíî, ÷òî: 1) â ôèçè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå íà ôðîíòå òåïëîâîé âîëíû ïîñòîÿííî èìååòñÿ îñîáåííîñòü
òèïà áåñêîíå÷íîãî ãðàäèåíòà ó ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ; 2) òåïëîâîé
ïîòîê íà ôðîíòå âîëíû íåïðåðûâåí � ðàâåí íóëþ ñ îáåèõ ñòîðîí; 3) ðàñ-
ñìàòðèâàåìîå òå÷åíèå åñòü âîëíà ñæàòèÿ.
Ãëàâà ñîäåðæèò òðè ïàðàãðàôà.
Â ïàðàãðàôå 1.1 èññëåäóþòñÿ ïëîñêîñèììåòðè÷íûå òåïëîâûå âîëíû â

òåïëîïðîâîäíîì íåâÿçêîì ãàçå, óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ êîòîðîãî èç-çà ó÷åòà
ðàâíîâåñíîãî èçëó÷åíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä

p = RρT +
1

3
σT 4 , e = cvT + σ

T 4

ρ
; σ = const > 0. (1)

Çäåñü: p � äàâëåíèå; ρ � ïëîòíîñòü; T � òåìïåðàòóðà; e � âíóòðåííÿÿ
ýíåðãèÿ; R � ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ; σ � êîíñòàíòà, ñâÿçàííàÿ ñ ïîñòîÿííîé
Ñòåôàíà-Áîëüöìàíà σ∗ ñîîòíîøåíèåì σ = 4σ∗/c∗; c∗ � ñêîðîñòü ñâåòà â
âàêóóìå; cv � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå.
Êîýôôèöèåíò ëó÷èñòîé òåïëîïðîâîäíîñòè òàêîé

κ = 2
σc∗α∗
(γ − 1)

T 3

ρ
, (2)

ãäå α∗ � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà ñèñòåìû åäèíèö,
γ − 1 = R/cv > 0 � ïîêàçàòåëü ïîëèòðîïû èäåàëüíîãî ãàçà.
Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè, îïèñûâàþùàÿ ïëîñ-

êîñèììåòðè÷íûå òå÷åíèÿ òåïëîïðîâîäíîãî íåâÿçêîãî ãàçà ïðè ó÷åòå ðàâ-
íîâåñíîãî èçëó÷åíèÿ â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ èìååò ñëåäóþùèé âèä
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

ρt + uρx + ρux = 0,

ut + uux + 1
γρ
[
Tρx +

(
ρ + σ1T

3
)
Tx

]
= 0,

(
ρ + σ2T

3
)
(Tt + uTx) + (γ − 1)T

(
ρ + σ1T

3
)
ux = κ0

∂
∂x

(
T 3

ρ
∂T
∂x

)
.

(3)

Â ýòîé ñèñòåìå: t � âðåìÿ; x � ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà; u � ñêîðîñòü
ãàçà;

σ1 =
4

3
σ

T 3
00

Rρ00
; σ2 = 3(γ − 1)σ1; κ0 =

2σc∗α∗T
3
00

Ru00ρ
2
00x00

,

ãäå ρ00, u00, T00, x00 � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû, èñïîëüçóåìûå ïðè ââåäåíèè
áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ. Èñêîìàÿ òåïëîâàÿ âîëíà íåïðåðûâíî ïðåìûêàåò
ê îäíîðîäíîìó õîëîäíîìó ïîêîÿùåìóñÿ ãàçó ñî ñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè
ïàðàìåòðîâ

ρ(x, t)|x=a(t) = 1, u(x, t)|x=a(t) = 0, T (x, t)|x=a(t) = 0. (4)

Ýòî ñîñòîÿíèå ãàçà äàëåå íàçûâàåòñÿ ôîíîâûì òå÷åíèåì.
Íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ â îêðåñòíîñòè t = 0 ôóíêöèÿ a(t),

óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó

a′(0) 6= 0, (5)

îïðåäåëÿåò ôðîíò òåïëîâîé âîëíû â âèäå x = a(t). Íà ýòîì ôðîíòå
òåïëîâàÿ âîëíà ñ T > 0 íåïðåðûâíûì îáðàçîì ñòûêóåòñÿ ñ ôîíîâûì
òå÷åíèåì.
Äåëàåòñÿ çàìåíà íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ{

z = x− a(t),
τ = t,

(6)

òî åñòü ôðîíò òåïëîâîé âîëíû áåðåòñÿ çà íîâóþ êîîðäèíàòíóþ îñü z =
0. Â ïîëó÷èâøåéñÿ çàäà÷å ïðè z = 0 èìååòñÿ îñîáåííîñòü: â òðåòüåì
óðàâíåíèè ñèñòåìû êîýôôèöèåíò ïåðåä ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ðàâåí íóëþ.
Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íà ôðîíòå òåïëîâîé âîëíû âîçíèêàåò áåñêîíå÷íûé
ãðàäèåíò. Äëÿ îïèñàíèÿ è ðàñêðûòèÿ ýòîé îñîáåííîñòè íà ôðîíòå òåïëîâîé
âîëíû äåëàåòñÿ íîâàÿ çàìåíà íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ{

ξ = 3
√

z,

τ ′ = τ.
(7)
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Ïðè çàìåíàõ (6), (7) ñèñòåìà (3) ïåðåõîäèò â ñèñòåìó

3ξ2ρτ + (u− a′(τ)) ρξ + ρuξ = 0,

3ξ2uτ + (u− a′(τ)) uξ + 1
γρ
[
Tρξ +

(
ρ + σ1T

3
)
Tξ

]
= 0,

3ξ3
(
ρ + σ2T

3
) (

3ξ2Tτ + [u− a′(τ)] Tξ

)
+ 3ξ3(γ − 1)T

(
ρ + σ1T

3
)
uξ =

= κ0

[
ξT 3

ρ Tξξ − 2T 3

ρ Tξ − ξT 3

ρ2 Tξρξ + ξ3T 2

ρ T 2
ξ

]
.

(8)
Óñëîâèÿ (4) ïðè çàìåíàõ (6), (7) ïåðåõîäÿò â óñëîâèÿ

ρ(τ, ξ)|ξ=0 = 1, u(τ, ξ)|ξ=0 = 0, T (τ, ξ)|ξ=0 = 0. (9)

Ðåøåíèå çàäà÷è (8), (9) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ξ

W (τ, ξ) =
∞∑

k=0
Wk (τ)

ξk

k!
, Wk (τ) = ∂kW

∂ξk

∣∣∣∣
ξ=0

, W = (ρ, u, T ) . (10)

Äîêàçàíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû ðÿäà (10) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïî
çàäàííîé ôóíêöèè a(t) ïîñëåäîâàòåëüíûì èñêëþ÷åíèåì èç êîíêðåòíûõ
ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Äîêàçàíî, ÷òî ýòè êîýôôè-
öèåíòû ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.
Ñõîäèìîñòü ðÿäà (10) äîêàçàíà ìåòîäîì ìàæîðàíò.
Â ïàðàãðàôå 1.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ìîäåëèðîâàíèè öèëèíä-

ðè÷åñêè- (ν = 1) è ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ (ν = 2) òåïëîâûõ âîëí,
ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïî õîëîäíîìó îäíîðîäíîìó ïîêîÿùåìóñÿ ãàçó ïðè
óñëîâèè çàäàíèÿ çàêîíà äâèæåíèÿ ôðîíòà â îêðåñòíîñòè òî÷êè, èìåþùåé

íåíóëåâîé ðàäèóñ: r = a(t), a(0) = r0 > 0, r =

√
ν+1∑
i=1

x2
i , ν = 1, 2.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä



ρt + uρr + ρ
(
ur + νu

r
)

= 0,

ut + uur + 1
γρ
[
Tρr +

(
ρ + σ1T

3
)
Tr

]
= 0,(

ρ + σ2T
3
)
(Tt + uTr) + (γ − 1)T

(
ρ + σ1T

3
) (

ur + νu
r
)

=

= κ0

[
T 3

ρ Trr + 3T 2

ρ T 2
r − T 3

ρ2 Trρr + ν
r

T 3

ρ Tr

]
(11)

Èñêîìàÿ òåïëîâàÿ âîëíà òàêæå íåïðåðûâíî ñòûêóåòñÿ ñ ôîíîâûì òå÷åíèåì
(ñì. ðèñ. 1):
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ρ(r, t)|r=a(t) = 1, u(r, t)|r=a(t) = 0, T (r, t)|r=a(t) = 0. (12)

Ðèñ. 1

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (11)�(12) äåëàþòñÿ çàìåíû (6)�(7), ãäå âìåñòî ïåðå-
ìåííîé x áåðåòñÿ ïåðåìåííàÿ r. Â ðåçóëüòàòå ýòèõ çàìåí çàäà÷à (11)�(12)
ïåðåõîäèò â çàäà÷ó



3ξ2ρτ

[
ξ3 + a(τ)

]
+
[
ξ3 + a(τ)

]
[u− a′(τ)] ρξ+

+ρ
[
uξ

(
ξ3 + a(τ)

)
+ 3ξ2νu

]
= 0,

3ξ2uτ + (u− a′(τ)) uξ + 1
γρ
[
Tρξ +

(
ρ + σ1T

3
)
Tξ

]
= 0,

3ξ3ρ2
(
ξ3 + a(τ)

) (
ρ + σ2T

3
) (

3ξ2Tτ + [u− a′(τ)] Tξ

)
+

+3ξ3ρ2(γ − 1)T
(
ρ + σ1T

3
) [

uξ

(
ξ3 + a(τ)

)
+ 3ξ2νu

]
=

= κ0
[(

ξ3 + a(τ)
)
ξρT 3Tξξ −

(
ξ3 + a(τ)

)
2ρT 3Tξ+

+
(
ξ3 + a(τ)

)
3ρξT 2T 2

ξ −
(
ξ3 + a(τ)

)
ξT 3Tξρξ + 3ξ3ρνT 3Tξ

]
.

(13)

ρ(τ, ξ)|ξ=0 = 1, u(τ, ξ)|ξ=0 = 0, T (τ, ξ)|ξ=0 = 0. (14)

Ðåøåíèå çàäà÷è (13), (14) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ξ

W(τ, ξ) =
∞∑

k=0
Wk(τ)

ξk

k!
, W = (ρ, u, T ), (15)

ãäå Wk(τ) = ∂kW
∂ξk

∣∣∣∣
ξ=0

� çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ, âûâîäÿùèõ ñ ôðîíòà

òåïëîâîé âîëíû.
Â äèññåðòàöèè äîêàçàíî, ÷òî ôîðìàëüíûé ðÿä (15), ðåøàþùèé çàäà÷ó

(13)�(14), ñòðîèòñÿ îäíîçíà÷íî è åãî êîýôôèöèåíòû ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñ-
êèìè ôóíêöèÿìè îò τ . Ñõîäèìîñòü ðÿäà (15) äîêàçàíà ìåòîäîì ìàæîðàíò.
Â ïàðàãðàôå 1.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ïîñòðîåíèè ïëîñêîñèììåò-

ðè÷íîé òåïëîâîé âîëíû ïðè ñïåöèàëüíî çàäàííîì êðàåâîì òåìïåðàòóðíîì
ðåæèìå. Òåïëîâàÿ âîëíà, ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ ïî õîëîäíîìó îäíîðîäíîìó
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ïîêîÿùåìóñÿ ãàçó, ñòðîèòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ïðîãðåâ ñðåäû îñóùåñòâëÿåò-
ñÿ íà äâèæóùåéñÿ çà ôðîíòîì âîëíû ïîâåðõíîñòè x = b(t) ïî çàäàííîìó
çàêîíó

T (t, x)|x=b(t) = f(t), f(0) = 0, f ′(0) = f1 > 0. (16)

Ïðè ýòîì, ïî çàäàííîé ôóíêöèè f(t) çàêîíû äâèæåíèÿ íàãðåâàåìîé
ïîâåðõíîñòè x = b(t) è ôðîíòà x = a(t) îïðåäåëÿþòñÿ â ïðîöåññå
ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, ðåøàåòñÿ çàäà÷à (16), (17),
(18)



ρt + uρx + ρux = 0,

ut + uux + 1
γρ
[
Tρx +

(
ρ + σ1T

3
)
Tx

]
= 0,

(
ρ + σ2T

3
)
(Tt + uTx) + (γ − 1)T

(
ρ + σ1T

3
)
ux = κ0

∂
∂x

(
T 3

ρ
∂T
∂x

) (17)

ρ(x, t)|x=a(t) = 1, u(x, t)|x=a(t) = 0, T (x, t)|x=a(t) = 0, (18)

ñ íåèçâåñòíûìè ïîêà ôóíêöèÿìè a(t), b(t).
Äàëåå äåëàþòñÿ çàìåíû ïåðåìåííûõ âèäà (6)�(7) è ñèñòåìà (17) ïåðåõîäèò

â ñèñòåìó
3ξ2ρτ + (u− a′(τ)) ρξ + ρuξ = 0, (19)

3ξ2uτ + (u− a′(τ)) uξ +
1

γρ

[
Tρξ +

(
ρ + σ1T

3)Tξ

]
= 0,

3ξ3 (ρ + σ2T
3) (3ξ2Tτ + [u− a′(τ)] Tξ

)
+ 3ξ3(γ − 1)T

(
ρ + σ1T

3)uξ =

= κ0

[
ξ
T 3

ρ
Tξξ −

2T 3

ρ
Tξ − ξ

T 3

ρ2 Tξρξ + ξ
3T 2

ρ
T 2

ξ

]
,

Óñëîâèÿ (18), (16) ïðè çàìåíàõ (6)�(7) ïåðåõîäÿò â óñëîâèÿ

ρ(τ, ξ)|ξ=0 = 1, u(τ, ξ)|ξ=0 = 0, T (τ, ξ)|ξ=0 = 0. (20)

T (t, ξ)|
ξ= 3
√

b(t)−a(t) = f(t). (21)

Â ñèëó òîãî, ÷òî a(0) = b(0) = 0 çàäà÷à (19)�(21) â òî÷êå t = 0 èìååò
îñîáåííîñòü, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ïîëàãàåòñÿ, ÷òî

b(t) = a(t)− a3(t).
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Ðèñ. 2

Òîãäà óñëîâèÿ (21) ïåðåïèøóòñÿ â ñóùåñòâåííî áîëåå ïðîñòîì âèäå, ïîâ-
òîðÿþùåì âèä êðàåâîãî óñëîâèÿ èç êíèãè9:

T (t, ξ)|ξ=−a(t) = f(t). (22)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîé òåïëîâîé âîëíû, êàê è â êíèãå9, ìåíÿþòñÿ ðîëÿìè
èñêîìàÿ òåìïåðàòóðà T è íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ ξ. Â ðåçóëüòàòå çàäà÷à
(16), (17), (18) ïåðåõîäèò â çàäà÷ó

3ξ2 (ρtξT − ξtρT ) + [u− a′(t)] ρT + ρuT = 0, (23)

3ξ2 (utξT − ξtuT ) + [u− a′(t)] uT +
1

γρ

[
TρT +

(
ρ + σ1T

3)] = 0,

3ξ3 (ρ + σ2T
3) ξ2

T

(
3ξ2ξt − u + a′(t)

)
− 3ξ3ξ2

T (γ − 1)T
(
ρ + σ1T

3)uT =

= κ0

(
ξ
T 3

ρ
ξTT +

2T 3

ρ
ξ2
T + ξ

T 3

ρ2 ξTρT − ξ
3T 2

ρ
ξT

)
.

ξ(t, T )|T=f(t) = −a(t), (24)

ξ(t, T )|T=0 = 0, u(t, T )|T=0 = 0, ρ(t, T )|T=0 = 1. (25)

Òåîðåìà. Çàäà÷à (23)�(25) èìååò åäèíñòâåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äåëàåòñÿ åùå îäíà çàìåíà ïåðåìåííûõ

v = T ; y = T − f(t).

Ðåøåíèå ñòðîèòñÿ â âèäå ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ (26) ñ àíàëèòè÷åñêèìè êî-
ýôôèöèåíòàìè â âèäå

Z(y, v) =
∞∑

k=0
Zk(y)v

k

k!
, Z = (ρ, u, ξ), Zk(y) = ∂kZ

∂vk

∣∣∣
v=0

. (26)

È, íàêîíåö, ñòðîèòñÿ ìàæîðàíòíàÿ çàäà÷à, äëÿ êîòîðîé äîêàçàíî ñó-
ùåñòâîâàíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, îáåñïå÷èâàåò
ñõîäèìîñòü ïîñòðîåííûõ ðÿäîâ (26).
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Ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùèå ÿêîáèàíû îòëè÷íû îò íóëÿ, ðåøåíèå (26)
âîññòàíàâëèâàåòñÿ â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñ ïîìîùüþ îáðàòíûõ çàìåí
ïðè ìàëûõ t â îáëàñòè ìåæäó x = b(t) è x = a(t) (ñì. ðèñ. 2).
Â ãëàâå 2 ïîñòðîåíû áåãóùèå âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ ïî íåõîëîä-

íîìó ôîíó ñ T0 > 0.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè è óñëîâèÿ Ãþãî-

íèî äëÿ íåå â ñëó÷àå òåïëîïðîâîäíîãî íåâÿçêîãî ãàçà, êîãäà êîýôôèöèåíò
òåïëîïðîâîäíîñòè èìååò âèä (2) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæèòåëåí ïðè T >

0. Ðàññìîòðåíèå âåäåòñÿ â ñëó÷àå íåñòàöèîíàðíûõ ïëîñêîñèììåòðè÷-
íûõ òå÷åíèé. Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ â äèññåðòàöèè òàêæå ïðèâåäåíû
ïîäðîáíûå âûêëàäêè, ïðîäåëàííûå Ñ.Ï. Áàóòèíûì è ïîêàçûâàþùèå
ýêâèâàëåíòíîñòü ðàçëè÷íûõ âèäîâ ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè è
óñëîâèé Ãþãîíèî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ òåïëîïðîâîäíîãî íåâÿçêîãî
ãàçà. Â ÷àñòíîñòè, óñëîâèÿ Ãþãîíèî ïðèâåäåíû êàê â òðàäèöèîííî èñïîëü-
çóåìîì âèäå10, òàê è âèäå, êîãäà âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ãàçà çà âîëíîé
âûðàæåíû êàê ôóíêöèè îò òåìïåðàòóðû ôîíà è ñêîðîñòè äâèæåíèÿ âîëíû.
Èìåííî ýòîò âèä óñëîâèé Ãþãîíèî èñïîëüçóåòñÿ â äèññåðòàöèè.
×èñëåííûì ïîñòðîåíèåì ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé ÑÎÄÓ îïèñûâàþòñÿ

áåãóùèå âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ ïî íåõîëîäíîìó ôîíó ñ T0 > 0. Â
ðàìêàõ îäíîé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè â çàâèñèìîñòè îò D � ñêîðîñòè
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôðîíòà áåãóùåé âîëíû � âûÿâëåíû òðè ðåæèìà. Â ïåðâîì
ñëó÷àå, êîãäà ñêîðîñòü D íåâåëèêà, ïåðåõîä îò ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèé ïà-
ðàìåòðîâ ãàçà ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ôðîíòà áåãóùåé âîëíû îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ íåïðåðûâíî. Ïðè óâåëè÷åíèè D âîçíèêàåò èçîòåðìè÷åñêèé ñêà÷îê:
ïëîòíîñòü è ñêîðîñòü ãàçà ïðåòåðïåâàþò ñèëüíûé ðàçðûâ, à òåìïåðàòóðà
ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè D áåãóùåé
âîëíû èçîòåðìè÷åñêèé ñêà÷îê èñ÷åçàåò è òå÷åíèå ãàçà ñíîâà ñòàíîâèòñÿ
íåïðåðûâíûì. Ïðè÷åì, ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè D òåìïåðàòóðà è
ñêîðîñòü ãàçà òàêæå ðàñòóò íåîãðàíè÷åííî, à çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ãàçà çà
áåãóùåé âîëíîé ñòðåìèòñÿ ñíèçó ê çíà÷åíèþ 7ρ0, ãäå ρ0 � ïëîòíîñòü ãàçà
ïåðåä áåãóùåé âîëíîé. Ýòîò ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì ðàíåå â
ðàáîòå2. Èññëåäîâàí ñëó÷àé, êîãäà òåìïåðàòóðà ôîíà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ:
T0 → 0. Ïîêàçàíî, ÷òî â ïðåäåëå ïåðâûé ðåæèì èñ÷åçàåò è ïîëó÷àþòñÿ äâà
ðåæèìà, ðàíåå îïèñàííûõ â ðàáîòå2.
Ãëàâà ñîäåðæèò äâà ïàðàãðàôà.
Â ïàðàãðàôå 2.1 ñòðîèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü áåãóùèõ âîëí â

òåïëîïðîâîäíîì íåâÿçêîì ãàçå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñ ÷àñò-
10Ðîæäåñòâåíñêèé Á.Ë., ßíåíêî Í.Í. Ñèñòåìû êâàçèëèíåéíûõ ópàâíåíèé è èõ ïpèëîæåíèÿ ê ãàçîâîé äèíàìèêå. Ì.:

Íàóêà, 1968.
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íûìè ïðîèçâîäíûìè10

∂ρ
∂t

+
∂(ρu)
∂x

= 0,

∂(ρu)
∂t

+
∂
(
p + ρu2

)
∂x

= 0,

∂
∂t

(
ρε + ρu2

2

)
+ ∂

∂x

[
ρu
(
ε +

p
ρ + u2

2

)
− κ ∂T

∂x

]
= 0,

(27)

ðåøåíèÿ êîòîðîé îïèñûâàþò ïëîñêîñèììåòðè÷íûå òå÷åíèÿ òåïëîïðîâîäíî-
ãî íåâÿçêîãî ãàçà.
Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è óñëî-

âèÿ Ãþãîíèî â ñëó÷àå êîíêðåòíûõ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ (1) è êîýôôèöèåí-
òîì òåïëîïðîâîäíîñòè (2). Òðàäèöèîííûì îáðàçîì ââîäÿòñÿ áåçðàçìåðíûå
ïåðåìåííûå è ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (3), ýêâèâàëåíòíàÿ (27).
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÑÎÄÓ, îïèñûâàþùåé áåãóùèå âîëíû, â ñèñòåìå (3) äåëà-

åòñÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ

τ = t, z = x−D · t (28)

è ïîëàãàåòñÿ ∂/∂τ = 0 (øòðèõîì äàëåå îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî z):

(u−D)ρ′ + ρu′ = 0,

(u−D)u′ + 1
γρ
[
Tρ′ + (ρ + σ1T

3)T ′] = 0,

(ρ + σ2T
3)(u−D)T ′ + (γ − 1)(ρT + σ1T

4)u′ =

= κ0

(
T 3T ′′

ρ − T 3T ′ρ′

ρ2 +
3T 2(T ′)2

ρ

)
.

(29)

Ñèñòåìà (29) èìååò òðè ïåðâûõ èíòåãðàëà, êîòîðûå ñ ó÷åòîì óñëîâèé
ïðè z → +∞

ρ|+∞ = 1, u|+∞ = 0, T |+∞ = 1, T ′|+∞ = 0 (30)

çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå
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

ρ(D − u) = D,

Tρ + σ1
4 T 4 = γDu +

(
1 + σ1

4

)
,

γ(γ − 1)D
2 u2 + (γ − 1)

(
1 + σ1

4

)
u+

+σ2
4 (u−D)T 4 −DT + D

(
1 + σ2

4

)
=

= κ0
T 3

ρ
dT
dz

.

(31)

Åñëè â ñèñòåìå (31) ïðè z → ±∞ ïîëîæèòü dT/dz = 0 èëè âçÿòü κ0 =
= 0, òî ïîëó÷àþòñÿ òðàäèöèîííûå óñëîâèÿ Ãþãîíèî äëÿ íåòåïëîïðîâîäíîãî
íåâÿçêîãî ãàçà10, êîòîðûå òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü èç èíòåãðàëüíûõ çàêîíîâ
ñîõðàíåíèÿ.
Äàëåå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óñëîâèÿ Ãþãîíèî ïðè ó÷åòå óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ

(1), êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè (2) ýêâèâàëåíòíû óñëîâèÿì Ãþãîíèî
â òðàäèöèîííîì âèäå, ïîëó÷åííûì10 äëÿ ñèñòåìû (27) â ñëó÷àå òåïëîïðî-
âîäíîãî ãàçà.
Äëÿ ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ áåãóùèõ âîëí ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ äâóõ àë-

ãåáðàè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé ñèñòåìû (31) â òðåòüåì óðàâíåíèè èñêëþ÷àþòñÿ
ïåðåìåííûå ρ è u. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå äëÿ òåìïåðàòóðû T êàê ôóíêöèè îò z

κ0
T 3

ρ±(T )
T ′ = q±(T ), (32)

ãäå ôóíêöèè q±(T ), ρ±(T ) îïðåäåëåíû íà ïîëóèíòåðâàëå (0, T∗] è ÿâëÿþòñÿ
äâóçíà÷íûìè

q±(T ) =
γ(γ − 1)D

2 u2
±(T ) + (γ − 1)

(
1 + σ1

4

)
u±(T )−

−DT − σ2

4 [D − u±(T )]T 4 + D
(
1 + σ2

4

)
;

(33)

ρ±(T ) =
D

D − u±(T )
, (34)

à ôóíêöèÿ u±(T ) èìååò âèä:

u±(T ) =
γD2 + σ1

4 T 4 −
(
1 + σ1

4

)
±
√

W (T )

2γD
, (35)

ãäå
W (T ) =

[σ1

4
T 4 −

(
γD2 + 1 +

σ1

4

)]2
− 4γD2T.

Ôóíêöèÿ W (T ) ïîëîæèòåëüíà íà èíòåðâàëå (0; T∗], ãäå T∗ > T0 = 1.
Ïîýòîìó ôóíêöèè ρ±(T ), u±(T ), q±(T ) îïðåäåëåíû îò 0 äî T∗.
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Äëÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (32) ïðèíöèïèàëüíîå çíà-
÷åíèå èìååò ðàñïîëîæåíèå êîðíåé ôóíêöèè q±(T ). Ïðè ýòîì, çíà÷åíèå T0 =
1 âñåãäà ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ýòîé êðèâîé, ëåæàùèì íà íèæíåé âåòâè. Ïðè÷åì,
q−(1) = 0, q−(T∗) = q+(T∗) è q−(T ) < q+(T ) ïðè 0 < T < T∗. Ïðåäåëüíûå
ïðè z → +∞ çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ρ = 1 è ñêîðîñòè ãàçà u = 0 ïðèíàäëåæàò
íèæíèì âåòâÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâûõ ρ±(T ), u±(T ) ïðè T = 1, ïîýòîìó
íóëåâîå çíà÷åíèå òåïëîâîãî ïîòîêà ïðè T = 1 òàêæå ïðèíàäëåæèò íèæíåé
âåòâè êðèâîé q±(T ). Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü q±(T ) ïðè D = 5
è ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ èñïîëüçóåìûõ êîíñòàíò: γ = 5

3 ; κ0 = 1, 4842;
σ1 = 0, 2366 è ïðè ýòîì êîðåíü T = 1 ëåæèò íà íèæíåé âåòâè, à êîðåíü
T = T1 � íà âåðõíåé.

Ðèñ. 3

Ïîñêîëüêó áåãóùàÿ âîëíà ìîäåëèðóåò óäàðíîå âîçäåéñòâèå íà òåïëîïðî-
âîäíûé íåâÿçêèé ãàç, òî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ D äîëæíà áûòü áîëüøå c0 �
ñêîðîñòè çâóêà â îäíîðîäíîì ïîêîÿùåìñÿ ïðè z = +∞ íåõîëîäíîì ãàçå.
Ïðè óêàçàííûõ âûøå çíà÷åíèÿõ γ, κ0, σ1 çíà÷åíèå c0 ≈ 1, 00757, ïîýòîìó
äàëåå ïîëàãàåòñÿ D > D0 = c0. Ïðè D > D0 íà êðèâîé q±(T ) ïîÿâëÿåòñÿ
âòîðîé êîðåíü T = T1 > 1. Ñíà÷àëà îí ðàñïîëàãàåòñÿ íà íèæíåé âåòâè
(q−(T1) = 0), íî ñ ðîñòîì D îí ïåðåõîäèò íà âåðõíþþ âåòâü (q+(T1) = 0),
à çàòåì âíîâü âîçâðàùàåòñÿ íà íèæíþþ. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ïîêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî ðàñïîëîæåíèå êîðíÿ T = T1 íà ðàçíûõ âåòâÿõ êðèâîé q±(T )
ïðèâîäèò ê ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûì òå÷åíèÿì ãàçà: áåç èçîòåðìè÷åñêîãî
ñêà÷êà èëè ñ íèì.
Â ïàðàãðàôå 2.2 ÷èñëåííî ñòðîÿòñÿ è àíàëèçèðóþòñÿ áåãóùèå âîëíû,

ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ ïî íåõîëîäíîìó ôîíó ñ T0 > 0. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ
ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (32) ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì

T |z=0 = T 0, (36)

ãäå çíà÷åíèå êîíñòàíòû T 0 äîëæíî áûòü âûáðàíî â èíòåðâàëå (1; T1). Íàï-
ðèìåð, T 0 = (1 + T1)/2. Ïðè ýòîì â óðàâíåíèè (32) è â çàâèñèìîñòÿõ (33)�
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(35) â êà÷åñòâå íèæíåãî èíäåêñà âñåãäà áåðåòñÿ "ìèíóñ", à ðàñ÷åò âåäåòñÿ
îò òî÷êè z = 0 êàê â ñòîðîíó âîçðàñòàíèÿ z, òàê è â ñòîðîíó óáûâàíèÿ z.
Òåìïåðàòóðà ãàçà â áåãóùåé âîëíå îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè
çàäà÷è Êîøè (32), (36), ïîñëå ÷åãî ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (34)�(35) îïðåäåëÿ-
þòñÿ ñêîðîñòü è ïëîòíîñòü ãàçà â áåãóùåé âîëíå âî âñåé îáëàñòè òå÷åíèÿ
îò z = −∞ äî z = +∞.
×èñëåííûìè ðàñ÷åòàìè óñòàíîâëåíî, ÷òî â ñëó÷àå σ 6= 0, κ0 6= 0, T0 > 0

èìååòñÿ òðè ðåæèìà áåãóùåé âîëíû: íåïðåðûâíûé ïåðåõîä ïðè D0 < D ≤
D1 ≈ 1, 366; èçîòåðìè÷åñêèé ñêà÷îê ïðè D1 < D < D2 ≈ 13, 675; âíîâü
íåïðåðûâíûé ïåðåõîä ïðè D > D2. Êîíêðåòíûå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ D1 è
D2 ïðèâåäåíû äëÿ óêàçàííûõ âûøå çíà÷åíèé γ, κ0 è σ1.
Ïóñòü D0 < D < D1. Òîãäà êîðåíü T = T1 > 1, êàê è êîðåíü T0 = 1,

ëåæèò íà íèæíåé âåòâè: q−(T1) = 0. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (32), (36) â ýòîì
ñëó÷àå íåïðåðûâíî è âñå çàâèñèìîñòè T (z), u(z), ρ(z) ìîíîòîííî óáûâàþò
îò çíà÷åíèé T = T1, u = u−(T1), ρ = ρ−(T1) ïðè z → −∞ äî çíà÷åíèé
T = T0, u = 0, ρ = 1 ïðè z → +∞.
Ïðè D1 < D < D2 êîðåíü T = T1 ïåðåõîäèò íà âåðõíþþ âåòâü êðèâîé

q±(T ): q+(T1) = 0 è âîçíèêàåò âòîðîé ðåæèì. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ðàñ÷åòå
îò z = 0 â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ z óæå ïðè íåêîòîðîì êîíå÷íîì çíà÷åíèè
z = z1 ôóíêöèÿ T (z) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå T = T1. Â òî÷êå z = z1 äëÿ
âåëè÷èí q, ρ è u íåîáõîäèìî ñòàâèòü óñëîâèå ñèëüíîãî ðàçðûâà: ïåðåõîäà îò
çíà÷åíèé q = q2 = q−(T1), ρ = ρ2 = ρ−(T1) è u = u2 = u−(T1) ê çíà÷åíèÿì
q = q1 = q+(T1), ρ = ρ1 = ρ+(T1) è u = u1 = u+(T1) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè
ýòîì ïëîòíîñòü è ñêîðîñòü ãàçà â òî÷êå z1 ìåíÿþòñÿ ñêà÷êîì, à òåìïåðàòóðà
â ýòîì òå÷åíèè ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî. Òàêèå ñêà÷êè â ãàçîâîé äèíàìèêå
íàçûâàþòñÿ èçîòåðìè÷åñêèìè. Çà èçîòåðìè÷åñêèì ñêà÷êîì âñå ãàçîäèíà-
ìè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïîñòîÿííû: ρ = ρ1, u = u1, T = T1.
Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè D, òî åñòü ïðè D > D2, êîðåíü T1 ëåæèò

íà íèæíåé âåòâè; áåãóùàÿ âîëíà, êàê è â ñëó÷àå D0 < D < D1, ïåðåäàåò
ðàçìàçàííûé óäàðíûé ïåðåõîä ñî ñâîèìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ ãàçà
ïðè z = −∞ è çíà÷åíèÿìè (30) ïðè z = +∞. Â òðåòüåì ðåæèìå
ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè D òåìïåðàòóðà è ñêîðîñòü ãàçà ðàñòóò
íåîãðàíè÷åííî, à çíà÷åíèå ïëîòíîñòè çà áåãóùåé âîëíîé ñòðåìèòñÿ ñíèçó
ê çíà÷åíèþ 7ρ0, ãäå ρ0 � ïëîòíîñòü ãàçà ïåðåä áåãóùåé âîëíîé.
Äàëåå â ïàðàãðàôå ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ñî çíà÷åíèÿìè T0, óìåíüøàþùè-

ìèñÿ âïëîòü äî T0 = 10−6. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè T0 → 0 çíà÷åíèÿ D0 è D1

òàêæå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Íî çíà÷åíèå D2 ñòðåìèòñÿ ê âåëè÷èíå

D2∗ =

[
(8 + 4s)(4 + s)

σ1γ3

]1/6

> 0, s =

√
3γ − 1

γ − 1
.
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Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðåäåëå ïðè T0 → 0 òðè ðåæèìà çà ñ÷åò èñ÷åçíîâåíèÿ
ïåðâîãî ðåæèìà íåïðåðûâíî ïåðåéäóò â äâà ðåæèìà äëÿ áåãóùèõ âîëí,
ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïî õîëîäíîìó ôîíó10.
Â ãëàâå 3 ÷èñëåííî ìîäåëèðóþòñÿ ïëîñêîñèììåòðè÷íûå òåïëîâûå

âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ ïî õîëîäíîìó ôîíó. Ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêèå
òåïëîâûå âîëíû, ôðîíò êîòîðûõ äâèæåòñÿ ëèáî ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ,
ëèáî óñêîðåííî.
×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè:
1. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèáëèæåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé, çàäàâàåìûõ

êîíå÷íûìè îòðåçêàìè ðÿäîâ, ïîñòðîåííûõ â ïàðàãðàôå 1.1.
2. ×èñëåííûìè ðàñ÷åòàìè ïîëåé òå÷åíèé ñ ïîìîùüþ îäíîé ðàçíîñòíîé

ñõåìû.
Âíà÷àëå ïðèáëèæåííî îïðåäåëÿåòñÿ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ðÿäîâ, ïîñò-

ðîåííûõ â ïàðàãðàôå 1.1. Äîêàçàííûå òåîðåìû îáåñïå÷èâàþò ñõîäèìîñòü
ýòèõ ðÿäîâ â îêðåñòíîñòè òî÷êè (τ = 0, z = 0). Ìåòîä ìàæîðàíò, ñ ïîìîùüþ
êîòîðîãî äîêàçàíû ýòè òåîðåìû, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêè ðàäèóñà ñõîäè-
ìîñòè ðÿäîâ. Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, ýòè îöåíêè ÿâëÿþòñÿ çàíè-
æåííûìè. Äëÿ âûÿâëåíèÿ ðåàëüíîé îáëàñòè ñõîäèìîñòè à, ñëåäîâàòåëüíî,
è îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ïîñòðîåííûõ ðÿäîâ ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå íà÷àëü-
íûõ îòðåçêîâ ðÿäîâ ñ òî÷íûì ðåøåíèåì. Òî÷íîå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ â
ïëîñêîñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå, êîãäà òåïëîâàÿ âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ ïîñ-
òîÿííîé ñêîðîñòüþ D, òî åñòü x = Dt. Â ýòîì ñëó÷àå òåïëîâàÿ âîëíà
çàâèñèò òîëüêî îò îäíîé ïåðåìåííîé z = x−Dt è ÿâëÿåòñÿ áåãóùåé âîëíîé.
Îíà ñòðîèòñÿ íå òîëüêî ñ ïîìîùüþ áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ èç ïàðàãðàôà 1.1,
íî è ÷èñëåííî ïðè ðåøåíèè îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.
Íî â îòëè÷èå îò ïàðàãðàôà 2.2, ó óðàâíåíèÿ (32) â äàííîì ñëó÷àå èìååòñÿ
îñîáåííîñòü íà ôðîíòå òåïëîâîé âîëíû ïðè T = 0. Ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ ýòà
îñîáåííîñòü ðàñêðûòà ÿâíî â àíàëèòè÷åñêîì âèäå, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîñòàâèòü
íà÷àëüíûå äàííûå íå â îñîáîé òî÷êå. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè,
ïîñòàâëåííîé íå â îñîáîé òî÷êå, äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ â ñîâðåìåííîé íàó÷íîé ïðàêòèêå ñ÷èòàåòñÿ ïîñòðîåíèåì òî÷íîãî
ðåøåíèÿ. Ñðàâíåíèå ÷èñëåííî ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè îòðåç-
êàìè ðÿäîâ äàëî âîçìîæíîñòü îöåíèòü îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè èñïîëüçóå-
ìûõ îòðåçêîâ ðÿäîâ.
Äàëåå â ãëàâå 3 íàõîäÿòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîäå-

ëèðóþòñÿ òåïëîâûå âîëíû ñ ðàçëè÷íûìè çàäàííûìè çàêîíàìè äâèæåíèÿ
ôðîíòà. Ýòèìè óñëîâèÿìè ÿâëÿþòñÿ ëèáî çàêîí äâèæåíèÿ ñæèìàþùåãî
ïîðøíÿ è çíà÷åíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íà íåì, ëèáî çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ ãàçà íà ïðÿìîé x = 0. ×òîáû ïîëó÷èòü çàêîí äâèæåíèÿ ñæèìà-
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þùåãî íåïðîíèöàåìîãî ïîðøíÿ ðåøàåòñÿ îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå, â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðîãî ñòîÿò êîíå÷íûå îòðåçêè ðÿäîâ. Ðåøåíèå
ýòîãî óðàâíåíèÿ îïèñûâàåò òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ êîíêðåòíîé ÷àñòèöû
ãàçà. Êðîìå òîãî, ñ ïîìîùüþ íà÷àëüíûõ îòðåçêîâ ðÿäîâ ïðè ðàçíûõ
çàêîíàõ äâèæåíèÿ ôðîíòà íà ïðÿìîé x = 0 âîññòàíàâëèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ
âñåõ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Ýòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òàêæå ïî-
ðîæäàþò äàííóþ òåïëîâóþ âîëíó. Ïîñòðîåííûå îòðåçêè ðÿäîâ çàäàþò
ïîëÿ òå÷åíèé âî âñåé ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè â äâóõ ñëó÷àÿõ: îò ôðîíòà
òåïëîâîé âîëíû äî ëèáî âîññòàíîâëåííîé òðàåêòîðèè ñæèìàþùåãî ïîðøíÿ;
ëèáî äî ïðÿìîé x = 0.
Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè òåïëîâûõ âîëí ñ ïîìîùüþ îäíîé ðàç-

íîñòíîé ñõåìû, èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ïîäõîä.
Âî-ïåðâûõ, íà÷àëüíûå äàííûå ïîñòàâëåíû íà ôðîíòå x = a(t), òî

åñòü íà ïðÿìîé z = 0. Íî ïîñêîëüêó íà ïðÿìîé z = 0 èìåþò ìåñòî
áåñêîíå÷íûå ãðàäèåíòû ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, òî îò íåå îòñòóïàþò
íà íåêîòîðóþ ïðÿìóþ z = z0 < 0 (|z0| ìàë). Èìåííî íà ýòîé ïðÿìîé z = z0

è ñòàâÿòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ ãàçà, êîòîðûå, â ñâîþ
î÷åðåäü, âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ êîíå÷íûõ îòðåçêîâ ðÿäîâ.
Âî-âòîðûõ, îò ïðÿìîé z = z0 ðàñ÷åò âåäåòñÿ â ñòîðîíó óáûâàíèÿ ïåðå-

ìåííîé z, òî åñòü â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ òåïëîâîé âîëíû. Äëÿ òîãî ÷òîáû
íà÷àòü ðàñ÷åò, íà ïðÿìîé t = 0 ñ ïîìîùüþ êîíå÷íûõ îòðåçêîâ ðÿäîâ
ñòàâÿòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ ãàçà.
Ðàñ÷åòû ïðîâîäÿòñÿ äëÿ òåïëîâûõ âîëí ñ çàäàííûì ôðîíòîì a(t) = t+

+λt2 (λ = 0, 1
2 , 1, 10).

Äëÿ çàäà÷è î ìîäåëèðîâàíèè òåïëîâîé âîëíû, êîãäà ôðîíò äâèæåòñÿ ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ a′(t) = 1 (λ = 0), èìååòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå � áåãóùàÿ
ïî õîëîäíîìó ôîíó òåïëîâàÿ âîëíà. Áåãóùàÿ ïî õîëîäíîìó ôîíó òåïëîâàÿ
âîëíà ñ a(t) = t ïîçâîëÿåò ïðîòåñòèðîâàòü êàê èñïîëüçóåìóþ ðàçíîñòíóþ
ñõåìó, òàê è ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, ïîñòðîåííîå ñ ïîìîùüþ êîíå÷íûõ
îòðåçêîâ ðÿäîâ.
Â ñëó÷àå óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ ôðîíòà: a(t) = t + λt2, a′(t) = 1 + 2λt

(λ = 1
2 , 1, 10) � â ãëàâå ïðîèçâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ,

ïîëó÷åííîãî ñ ïîìîùüþ êîíå÷íûõ îòðåçêîâ ðÿäîâ, ñ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì,
ïîñòðîåííûì ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíîé ñõåìû.
Ãëàâà ñîäåðæèò òðè ïàðàãðàôà.
Â ïàðàãðàôå 3.1 èñïîëüçóþòñÿ áåãóùèå âîëíû äëÿ îöåíêè îáëàñòè

ïðèìåíèìîñòè ïîñòðîåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé â ñëó÷àå çàêîíà äâè-
æåíèÿ ôðîíòà òåïëîâîé âîëíû âèäà a(t) = Dt.
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Àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñòðîÿòñÿ â âèäå ðÿäà

W (τ, ξ) =
∞∑

k=0
Wk (τ)

ξk

k!
, Wk (τ) = ∂kW

∂ξk

∣∣∣∣
ξ=0

, W = (ρ, u, T ) , (37)

ãäå ξ = 3
√

z, z = x − a(t). Â äàííîì ñëó÷àå ξ = 3
√

x−Dt è, ïîñêîëüêó
a′(t) = D = const, êîýôôèöèåíòû Wk (τ) ðÿäà (37) ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè,
òî åñòü íå çàâèñÿò îò τ : Wk (τ) = W0

k.
Òîãäà íà÷àëüíûå îòðåçêè ðÿäà (37) èìåþò òàêîé âèä

ρ(t, x) ≈ 1− 1

γ
3

√
3

κ0D5
3
√

x−Dt,

u(t, x) ≈ −1

γ
3

√
3

κ0D2
3
√

x−Dt, (38)

T (t, x) ≈ − 3

√
3D

κ0

3
√

x−Dt,

åñëè ó÷òåíû ñëàãàåìûå ñ ξ è ñëåäóþùèé âèä

ρ(t, x) ≈ 1− 1

γ
3

√
3

κ0D5
3
√

x−Dt +
1

γ2
3

√
9

κ2
0D

10
3
√

(x−Dt)2,

u(t, x) ≈ −1

γ
3

√
3

κ0D2
3
√

x−Dt +
1

2γ2
3

√
9

κ2
0D

7
3
√

(x−Dt)2, (39)

T (t, x) ≈ − 3

√
3D

κ0

3
√

x−Dt− 1

2γ
3

√
9

κ2
0D

4
3
√

(x−Dt)2,

åñëè ó÷òåíû ñëàãàåìûå ïî ξ2 âêëþ÷èòåëüíî.
Áåãóùèå âîëíû îïèñûâàþòñÿ ðåøåíèÿìè ÑÎÄÓ (29), ïðèâåäåííîé â

ãë. 2.
Â ïàðàãðàôå 2.1 ðåøåíèå ýòîé ÑÎÄÓ (29) ñ ïîìîùüþ íàõîæäåíèÿ

ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ñâåäåíî ê ðåøåíèþ îäíîãî îáûêíîâåííîãî äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (32). Óñëîâèÿ íåïðåðûâíîãî ïðåìûêàíèÿ áåãóùåé
òåïëîâîé âîëíû ê õîëîäíîìó îäíîðîäíîìó ôîíó èìåþò âèä

ρ(τ, z)|z=0 = 1, u(τ, z)|z=0 = 0, T (τ, z)|z=0 = 0. (40)

Íî òîãäà äëÿ óðàâíåíèÿ (32) òî÷êà z = 0 ÿâëÿåòñÿ îñîáîé (êîýôôèöèåíò
ïåðåä ïðîèçâîäíîé ðàâåí íóëþ). Ïîýòîìó ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâ-
íåíèÿ (32) äåëàåòñÿ îòñòóï âëåâî â òî÷êó z0 < 0, â êîòîðîé ïî ôîðìóëàì
(39) âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû ãàçà. Ïîñëå ýòîãî ðàñ÷åòîì îò
z0 â ñòîðîíó óáûâàíèÿ z ïðîèçâîäèòñÿ ÷èñëåííîå ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ
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óðàâíåíèÿ (32) ñ ïîëó÷åííûì íà÷àëüíûì äàííûì â òî÷êå z0. Ýòî ðåøåíèå
â ïîñëåäóþùåì íàçûâàåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì.
Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèå ãðàôèêè ôóíêöèè T = T (z): 1 �

òî÷íîå ðåøåíèå, òî åñòü ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ äàííûìè â òî÷êå
z = z0, 2 è 3 � ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïî ôîðìóëàì (38) è
(39) ñîîòâåòñòâåííî.

Ðèñ. 4

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàíèö îáëàñòåé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (37) ïðè a(t) = Dt

ñðàâíèâàåòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå ñ êîíå÷íûìè ñóììàìè (39). Áóäåì ïîëàãàòü,
÷òî îòðåçîê ðÿäà ñ òðåìÿ ÷ëåíàìè õîðîøî ïåðåäàåò òî÷íîå ðåøåíèå, åñëè
âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå∣∣∣∣ 2∑

k=0
W0

k ·
( 3
√

z)k

k!
−W

òî÷

∣∣∣∣
|W

òî÷
|

≤ δ. (41)

Â äèññåðòàöèè áåðåòñÿ 5%-íàÿ âåëè÷èíà îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè, òî
åñòü δ = 0, 05. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî êðèòåðèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ãðàíèöû ïðèìå-
íèìîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, òî åñòü îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå r òàêîå,
÷òî ïðè |z| ≤ r âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (41).
Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî çàêîíà äâèæåíèÿ òåïëîâîé âîëíû x = a(t) ðÿä

(37) çàâèñèò îò äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ τ, ξ. Â ýòîì îáùåì ñëó÷àå
îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè ðÿäà (37) ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè (τ =
0, ξ = 0). Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå: a(t) = Dt � ðÿä (37) çàâèñèò òîëüêî
îò îäíîé ïåðåìåííîé z è ñõîäèòñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0, êîòîðàÿ
çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì |z| ≤ r. Â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ x, t

ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî çàäàåò ñëåäóþùóþ íåîãðàíè÷åííóþ ïîëîñó {(x, t) :
Dt− r ≤ x ≤ r + Dt} (ñì. ðèñ. 5a).
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Ðèñ. 5a Ðèñ. 5b

Íà ðèñ. 5b ïîêàçàíà îáëàñòü âîññòàíîâëåíèÿ ñîñòàâíîãî òå÷åíèÿ â ôèçè-
÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Â ïðàâîé ïîëóïîëîñå x > Dt ðàñïîëàãàåòñÿ îäíîðîä-
íûé õîëîäíûé ïîêîÿùèéñÿ ãàç. Â ëåâîé ïîëóïîëîñå x < Dt ðàñïîëàãàåòñÿ
ïîñòðîåííîå ïðèáëèæåííîå òå÷åíèå. Íà ôðîíòå òåïëîâîé âîëíû x = Dt ýòî
òå÷åíèå íåïðåðûâíî ñòûêóåòñÿ ñ îäíîðîäíûì õîëîäíûì ïîêîÿùèìñÿ ãàçîì.
Äëÿ ñðàâíåíèÿ ÷èñëåííî ïîñòðîåííîãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ è ïðèáëèæåí-

íîãî ðåøåíèÿ (39) â äèññåðòàöèè ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå òàáëèöû è
ãðàôèêè.
Â ïàðàãðàôå 3.2 ïðîâîäèòñÿ ïðèáëèæåííîå ïîñòðîåíèå çàêîíà äâèæå-

íèÿ ñæèìàþùåãî ïîðøíÿ è êðàåâîãî ðåæèìà íà ïðÿìîé x = 0 ñ ïîìîùüþ
êîíå÷íûõ îòðåçêîâ ðÿäîâ, à òàêæå îïðåäåëåíèå âñåõ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïà-
ðàìåòðîâ íà ëèíèÿõ x = 0 è x = xp(t) (òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ïîðøíÿ). Â
êà÷åñòâå çàêîíà äâèæåíèÿ ôðîíòà òåïëîâîé âîëíû áåðóòñÿ ôóíêöèè
a(t) = t è a(t) = t + λt2, ãäå λ = 1

2 , 1, 10.
Èññëåäîâàíèå íà÷èíàåòñÿ ñ ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ïîðøíÿ

x = xp(t), ïîðîæäàþùåãî äàííóþ òåïëîâóþ âîëíó. Çà òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ
íåïðîíèöàåìîãî ïîðøíÿ ïðèíèìàåòñÿ òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ãàçà,
êîòîðàÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïðè t = 0 íàõîäèòñÿ â òî÷êå x = 0,
òî åñòü â òî÷êå, èç êîòîðîé íà÷èíàþò äâèæåíèÿ ñæèìàþùèé ïîðøåíü è
ôðîíò äâèæåíèÿ òåïëîâîé âîëíû. Äëÿ ýòîãî ñòàâèòñÿ çàäà÷à Êîøè

dx

dt
= u(t, x), x|t=0 = 0, (42)

ãäå â êà÷åñòâå u(t, x) áåðåòñÿ ðÿä (37) ïðè çàäàííîì ôðîíòå â âèäå x =
= a(t).
Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à (42) ðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì â ïðàâîé ÷àñòè

óðàâíåíèÿ (42) âìåñòî ðÿäà (37) åãî êîíå÷íîãî îòðåçêà:
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u(t, x) = −1

γ
3

√
3

κ0[a′(t)]2
3
√

x− a(t) +
1

2γ2
3

√
9

κ2
0[a

′(t)]7
3

√
(x− a(t))2. (43)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðè a(t) = t òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ïîðøíÿ íàéäåíà â
âèäå ñëåäóþùåé íåÿâíî çàäàííîé ôóíêöèè

t =
6

b2
3
√

x− t− 6

b3 ln

∣∣∣∣∣ 2

b2 3
√

(x− t)2 + 2b 3
√

x− t− 2

∣∣∣∣∣+
+

4
√

3

b3 ln

∣∣∣∣∣(b 3
√

x− t + 1−
√

3)(1 +
√

3)

(b 3
√

x− t + 1 +
√

3)(1−
√

3)

∣∣∣∣∣ , b = −1

γ
3

√
3

κ0
.

Êðîìå ýòîãî, çàäà÷à Êîøè ñ ïðàâîé ÷àñòüþ (43) ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ïðè
óïîìÿíóòûõ âûøå ôóíêöèÿõ a(t).
Íàéäåííàÿ çàâèñèìîñòü x = xp(t) ïîäñòàâëÿåòñÿ â ôîðìóëû (43), (44) è

â êîíå÷íûå îòðåçêè ðÿäîâ, çàäàþùèõ ïëîòíîñòü è òåìïåðàòóðó:

ρ(t, x)|x=xp(t) = 1− 1
γ

3

√
3

κ0[a
′(t)]5

3
√

xp(t)− a(t)+

+ 1
γ2

3

√
9

κ2
0[a

′(t)]10
3

√
(xp(t)− a(t))2,

T (t, x)|x=xp(t) = − 3

√
3[a′(t)]

κ0
3
√

xp(t)− a(t)−

− 1
2γ

3

√
9

κ2
0[a

′(t)]4
3

√
(xp(t)− a(t))2.

(44)

Òåì ñàìûì, íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íà ïîðøíå,
òî åñòü îïðåäåëÿþòñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ, ïîðîæäàþùèå òåïëîâóþ âîëíó ñ
çàäàííûì ôðîíòîì.
Â äèññåðòàöèè â âèäå òàáëèö è ãðàôèêîâ ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ-

÷åòîâ òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ ñæèìàþùåãî ïîðøíÿ è ðàñïðåäåëåíèå âñåõ
ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íà íåì ïðè çàäàííûõ ôóíêöèÿõ x = a(t).
Äëÿ âûÿñíåíèÿ âîïðîñà î òîì, êàêîé êðàåâîé ðåæèì íàäî çàäàâàòü íà

ïðÿìîé x = 0, ÷òîáû èíèöèèðîâàòü òåïëîâóþ âîëíó ñ çàäàííûì çàêîíîì
äâèæåíèÿ ôðîíòà, îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðû ãàçà ïðè x = 0 ñ ïîìîùüþ
îòðåçêîâ (43), (44).
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Â ñëó÷àå a(t) = t ôóíêöèÿ T (t, x)|x=0 = f(t), çàäàþùàÿ êðàåâîé òåìïå-
ðàòóðíûé ðåæèì íà ïðÿìîé x = 0 èìååò âèä

T (t, 0) =
3
√

t(c + d
3
√

t), c, d− const,

à, êðîìå òîãî, ñêîðîñòü è ïëîòíîñòü ãàçà íà ïðÿìîé x = 0 çàäàþòñÿ ñâîèìè
ôóíêöèÿìè îò âðåìåíè:

u(t, 0) =
3
√

t(p + q
3
√

t); ρ(t, 0) = 1 +
3
√

t(p + e
3
√

t), (45)

p, q, e− const.
Â ñëó÷àå a(t) = t + λt2 ôóíêöèÿ T (t, x)|x=0 = f(t), çàäàþùàÿ êðàåâîé

òåìïåðàòóðíûé ðåæèì ïðè x = 0, èìååò âèä

T (t, 0) =
3
√

t

(
p 3
√

(1 + 2λt)(1 + λt) + q 3

√
(1 + λt)2

(1 + 2λt)4
3
√

t

)
,

à ñêîðîñòü è ïëîòíîñòü ãàçà íà ïðÿìîé x = 0 òàêèå:

ρ(t, 0) = 1 +
3
√

t

γ
3

√
3

κ0[1 + 2λt]5
3
√

1 + λt +
3
√

t2

γ2
3

√
9

κ2
0[1 + 2λt]10

3

√
[1 + λt]2,

u(t, 0) =
3
√

t

γ
3

√
3

κ0[1 + 2λt]2
3
√

1 + λt +
3
√

t2

2γ2
3

√
9

κ2
0[1 + 2λt]7

3

√
[1 + λt]2. (46)

Òåì ñàìûì ïîëó÷åíû êðàåâûå ðåæèìû íà ïðÿìîé x = 0, ðåàëèçàöèÿ
êîòîðûõ ïîðîæäàåò òåïëîâóþ âîëíó ñ çàäàííûì ôðîíòîì è îïðåäåëåíû
îñîáåííîñòè ýòèõ êðàåâûõ ðåæèìîâ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Ýòà èíôîð-
ìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåêîìåíäàöèåé ôèçèêàì äëÿ ïîñòàíîâêè ñîîòâåòñòâóþùèõ
ôèçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ. Íî ïðè ýòîì íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî èç ôîðìóë
(45), (46) ñëåäóåò, ÷òî ÷åðåç ïðÿìóþ x = 0 îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðèòîê ãàçà.
Â ïàðàãðàôå 3.3 ïðîâîäèòñÿ ïðèáëèæåííîå ïîñòðîåíèå ïîëåé òå÷åíèé

ãàçà âî âñåé ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè â äâóõ ñëó÷àÿõ: 1) îò ôðîíòà òåï-
ëîâîé âîëíû äî òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ñæèìàþùåãî ïîðøíÿ x = xp(t); 2)
îò ôðîíòà òåïëîâîé âîëíû äî ïðÿìîé x = 0. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ â êà÷åñòâå
çàêîíà äâèæåíèÿ ôðîíòà òåïëîâîé âîëíû áåðóòñÿ ôóíêöèè a(t) = t è a(t) =
t + λt2, ãäå λ = 1

2 , 1, 10.
Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ïîñòðîåííûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé îïðåäåëåíà

â ïàðàãðàôå 3.1 è èìååò âèä ïîëóïîëîñû {(x, t): Dt−r ≤ x ≤ Dt} (ñì. ðèñ.
5b), îïðåäåëÿåìîé çàäàííûì çàêîíîì äâèæåíèÿ ôðîíòà òåïëîâîé âîëíû
x = Dt.
Â äàííîì ïàðàãðàôå ïðîèçâîäèòñÿ óòî÷íåíèå îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè

ïîñòðîåííûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ïðè ó÷åòå êðàåâûõ ðåæèìîâ, ïîëó-
÷åííûõ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå. Ïîñêîëüêó êðàåâûå ðåæèìû íà÷èíàþò
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äåéñòâîâàòü ñ ìîìåíòà âðåìåíè t = 0, òî îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè îãðàíè÷åíà
ñíèçó ýòèì ìîìåíòîì âðåìåíè t = 0. Ñâåðõó îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè
îãðàíè÷åíà íåêîòîðûì ìîìåíòîì âðåìåíè t = t∗ > 0, êîãäà ïåðåñåêàþòñÿ
ëèíèè êðàåâûõ ðåæèìîâ ñ ëåâîé ãðàíèöåé óêàçàííîé ïîëóïîëîñû.
Â ïåðâîì ñëó÷àå t∗ � ýòî ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ

ïîðøíÿ x = xp(t) ïåðåñåêàåò ãðàíèöó ïîëîñû ñõîäèìîñòè (ñì. ðèñ. 6), âî
âòîðîì ñëó÷àå t∗ = r/D � ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ãðàíèöà ïîëîñû ñõîäè-
ìîñòè ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ x = 0 (ñì. ðèñ. 7).
Íà ðèñ. 6 ïîêàçàíà îáëàñòü, ãäå îïðåäåëÿåòñÿ òå÷åíèå ãàçà â ïåðâîì

ñëó÷àå, êîãäà ñæèìàþùèé ïîðøåíü x = xp(t) ïîðîæäàåò òåïëîâóþ âîëíó ñ
çàäàííûì çàêîíîì äâèæåíèÿ ôðîíòà x = Dt.

Ðèñ. 6

Îáëàñòü, â êîòîðîé ïðèáëèæåííî âîññòàíàâëèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ ãàçîäèíà-
ìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ âî âòîðîì ñëó÷àå, ïîêàçàíà íà ðèñ. 7. Â ýòîì ñëó÷àå
êðàåâîé ðåæèì íà ïðÿìîé x = 0 òàêæå ïîðîæäàåò òåïëîâóþ âîëíó ñ
çàäàííûìè çàêîíàìè äâèæåíèÿ ôðîíòà x = Dt.

Ðèñ. 7

Äàëåå â ïàðàãðàôå ïðåäëîæåíà îäíà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ ñèñòåìû (1.7),
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ïîçâîëÿþùàÿ ïðè çàäàííîì ôðîíòå òåïëîâîé âîëíû ðàññ÷èòàòü ïîëÿ òå÷å-
íèé.
Âî-ïåðâûõ, íà÷àëüíûå äàííûå ïîñòàâëåíû íà ôðîíòå x = a(t), òî

åñòü íà ïðÿìîé z = 0. Íî ïîñêîëüêó íà ïðÿìîé z = 0 èìåþò ìåñòî
áåñêîíå÷íûå ãðàäèåíòû ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, òî îò íåå îòñòóïàþò
íà íåêîòîðóþ ïðÿìóþ z = z0 < 0 (|z0| ìàë). Èìåííî íà ýòîé ïðÿìîé z = z0

è ñòàâÿòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ ãàçà, êîòîðûå, â ñâîþ
î÷åðåäü, âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ êîíå÷íûõ îòðåçêîâ ðÿäîâ.
Âî-âòîðûõ, îò ïðÿìîé z = z0 ðàñ÷åò âåäåòñÿ â ñòîðîíó óáûâàíèÿ ïåðå-

ìåííîé z, òî åñòü â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ òåïëîâîé âîëíû. Äëÿ òîãî ÷òîáû
íà÷àòü ðàñ÷åò, íà ïðÿìîé t = 0 ñ ïîìîùüþ êîíå÷íûõ îòðåçêîâ ðÿäîâ
ñòàâÿòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ ãàçà.
Ðàñ÷åòû ïðîâîäÿòñÿ äëÿ òåïëîâûõ âîëí ñ çàäàííûì ôðîíòîì a(t) = t+

+λt2 (λ = 0, 1
2 , 1, 10).

Äëÿ çàäà÷è î ìîäåëèðîâàíèè òåïëîâîé âîëíû, êîãäà ôðîíò äâèæåòñÿ ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ a′(t) = 1 (λ = 0), èìååòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå � áåãóùàÿ
ïî õîëîäíîìó ôîíó òåïëîâàÿ âîëíà. Áåãóùàÿ ïî õîëîäíîìó ôîíó òåïëîâàÿ
âîëíà ñ a(t) = t ïîçâîëÿåò ïðîòåñòèðîâàòü êàê èñïîëüçóåìóþ ðàçíîñòíóþ
ñõåìó, òàê è ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, ïîñòðîåííîå ñ ïîìîùüþ êîíå÷íûõ
îòðåçêîâ ðÿäîâ.
Â ñëó÷àå óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ ôðîíòà: a(t) = t + λt2, a′(t) = 1 + 2λt

(λ = 1
2 , 1, 10) � â ãëàâå ïðîèçâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ,

ïîëó÷åííîãî ñ ïîìîùüþ êîíå÷íûõ îòðåçêîâ ðÿäîâ, ñ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì,
ïîñòðîåííûì ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíîé ñõåìû.
Íà îñíîâàíèè ðàñ÷åòîâ ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä: äëÿ ïðîâåäåíèÿ

íàäåæíûõ ðàñ÷åòîâ ïî ðàçíîñòíîé ñõåìå íàäî ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêèõ
ðåøåíèé îòñòóïàòü îò ôðîíòà òåïëîâîé âîëíû êàê ìîæíî äàëüøå.
Ðåçóëüòàòû ïðèáëèæåííîãî ïîñòðîåíèÿ òå÷åíèé òåïëîïðîâîäíîãî íåâÿç-

êîãî ãàçà ïðåäñòàâëåíû â äèññåðòàöèè â âèäå òàáëèö è ãðàôèêîâ.
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